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PRÉFACE. 


Une des choses qui m’ont le plus frappé dans l’étude 
de la Mécanique, c’est le manque de liaison entre ses 
diverses parties. Les théories y paraissent conçues iso- 
lément, sans préoccupation de leur solidarité; elles se 
succèdent, mais elles ne s’enchaînent pas. 

Si bien qu’arrivé au terme de l’exposition, on n’em- 
brasse pas l’horizon philosophique de la science : on 
ne voit pas au juste en quoi elle consiste, oü elle com- 
mence et oü elle finit. 

Une autre chose qui m’a frappé aussi, c’est qu’on n’y 
distingue jamais nettement la partie rationnelle d’avec 
la partie expérimentale, le nécessaire d’avec le contin- 
gent. On s’appuie tantôt sur l’observation, tantôt sur 
l’Analyse ou la Géométrie, mais on n’indique pas d’une 
manière générale ce qui revient légitimement à cha- 
cune d’elles. Cependant l’esprit est intéressé à le con- 
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naître, puisque c’est de ce partage que chaque science 
reçoit son caractère véritable. 

J’avoue sans difficulté que j’ai ignoré longtemps si 
la Mécanique appartenait aux mathématiques pures ou 
à la physique. Je ne savais pas davantage le motif de 
sa division en Mécanique ralionuelle et en Mécanique 
appliquée; et tout ce que je comprenais, c’est qu’il y 
avait dans la seconde plus d'hypothèses et d’obscurités 
que dans la première. J’éprouvais les mêmes hésita- 
tions dans les détails, et je n’étais pas suffisamment 
pénétré de l’esprit des méthodes qui conduisaient à la 
solution des divers problèmes. Il n’esl pas just|u'au cas 
si simple et si fréquent des machines, pour lequel je ne 
me rendais pas compte de l’exclusif emploi de l’équa- 
tion des forces vives : méconnaissant ainsi le caractère 
géflérique.de ces appareils, de constituer des systèmes 
à liaisons complètes, où, par conséquent, une seule 
équation doit suflirc à déterminer toutes les circons- 
tances du mouvement. 

Je serais bien trompé si beaucoup de personnes 
n’ont pas fait souvent les mêmes réflexions, et si elles 
n’ont pas puisé dans cette sorte de mécontentement 
philosophique une antipathie qui les a empêchées de 
revenir sur cette partie des études de leur jeunesse. 
Car, il faut bien l’avouer, si la .Mécanique est une des 
sciences dont les applications sont le plus répandues, 
c’est en même temps une de celles dont l'ensemble dog- 
matique est le moins connu et recherché. Saut les aslro- 
uomes de [irole.ssion et (|uelquos mathéinaticieus, il y a 
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fort peu (le persoaae« qui .s'eu occupeul Ihéoriquemeut. 

C’est nu.\ défauts que je signalais plus haut que doit 
être surtout attribué le délaisseraeul dont elle est l’objet. 

Les ouvrages spéciaux publiés sur la matière ne sont 
pas toujours faits pour ramener les sympathies. Leurs 
auteurs y oublient trop souvent que les esprits aux- 
quels ils s’adressent n’ont pas comme eux celle pleine 
possession de la science, qui dispense d’en expliquer 
l’enchaînement et d’en dessiner les contours. 

Le seul livre peut-être qui échappe à ces reproches 
est le Traité de Mécanique rationnelle de M. Delaunay, 
publié récemment. C’est incontestablement, à notre 
avis, le meilleur travail qui ail paru en ce genre : tra- 
vail bien projirc à décourager une tentative nouvelle, 
et qui nous eût arrêté, en effet, si nous n’avions eu la 
pensée de présenter à un autre point de vue certaines 
parties de notre sujet. Telles sont les définitions cl les 
lois fondamentales, les propositions préliminaires, la 
loi spéciale des fluides, et, d’une manière générale, la 
dépendance à établir entre la Dynamique cl la Statique, 

On s’étonnera sans doute que nous n’exceptions pas 
de cette critique la Mécanique analj/tique de l’immortel 
Lagrange. Loin de nous la pensée de porter un juge- 
ment irrévérencieux sur celle œuvre de génie, qui est 
peut-être dans les annales humaines la plus haute ex- 
pression de l’esprit scientifique. Mais Lagrange était 
un trop grand mathématicien pour faire un livre d’en- 
seignement. Cet homme étonnant, qui créait le Calcul 
des variations pour résoudre un problème, ne pouvait 


Digilized by Googl 



XX 


PRÉFACE. 


se préoccuper convenablement des besoins d’une intel- 
ligence ordinaire. C’est pour les maîtres de la science, 
et non pour les disciples, que sont faits de pareils tra- 
vaux. 

Le Traité de Poisson, irréprochable pour la clarté et 
la profondeur de chaque théorie prise isolément, man- 
que d’unité et de philosophie. Les divisions naturelles 
n y sont pas indiquées : en outre, on y rencontre une 
abondance de calculs qui éloigne souvent le lecteur. 

Quant à la Mécanique philosophique de Prony, elle se 
réduit à des classifications de formules, présentées 
avec beaucoup de symétrie, mais qui n’éclairent nulle- 
ment la partie concrète du sujet. 

M. Poinsotapubliéun admirable traitésur la rotation 
des corps solides, ainsi que des mémoires, de l’ordre le 
plus élevé, réunis à la tin de sa Statique. Chaque ques- 
tion abordée par ce géomètre est portée à un degré 
de clarté et de perfection (|u’on ne saurait dépasser : 
malheureusement pour la science, ce n’est pas la 
science tout entière qu’il lui a plu d’exposer. 

Nous ne parlons pas de tous ces ouvrages dits élé- 
mentaires qui, pour plus de simplicité, ont rejeté l’Ana- 
lyse infinitésimale, et qui, à force de vouloir se mettre 
à la portée de tout le monde, ont fini par n’étre plus à 
la portée de personne. On y aboutit à des théories 
tronquées, à des démonstrations sans rigueur et à des 
conceptions qui n’ont quelque solidité qu’à la condition 
de faire des emprunts plus ou moins déguisés à l’Ana- 
lyse même dont on a prétendu sc passer. 
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C’est entre ces divers i^cupiLs (|ue nous avons essayé 
de nous maintenir. 

Nous avons admis franchement le haut calcul , parce 
(|ue sans lui il n’y a pas de Mécanique possible; mais 
nous en avons fait tout juste assez pour donner corps 
à nos démonstrations. Autant qu’il nous a été permis, 
nous avons fait appel à la Géométrie, parce qu’elle a 
sur l’Algèbre l’avantage de peindre ce que celle-ci ex- 
prime. Nous avons mis à part, dans des chapitres suf- 
fisamment éloignés, les questions particulières, pour 
éviter le double inconvénient de retarder l’exposition 
générale, et d’en compliquer l’aspect par des calculs 
qui presque jamais ne sont nécessaires à cette exposi- 
tion cllc-méme; en sorte que l'ensemble de la science 
peut être suivi sans autre secours que les notions fon- 
damentales du Calcul différentiel et intégral. Les rela- 
tions analytiques, sous l’extérieur compliqué qu’elles 
offrent quelquefois, sont en réalité faciles à saisir, et 
leurs transformations se réduisent aux opérations les 
plus élémentaires de l’Algèbre. 

Nous avons tenu surtout à débuter par des définitions 
précises, discutées avec soin. Ces mots de temps, de 
vitesse, de force, de masse, A'inertie, de travail, de force 
vive et plusieurs autres qui se présentent perpétuelle- 
ment dans le langage mécanique, méritent une at- 
tention toute particulière; car nous croyons qu’une 
bonne définition est souvent la moitié d’une démons- 
tration. 

Préoccupé des réflexions profondes de M. Angnsie 
I. i 
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Comte, et de cette vérité, capitale, que « ce qui fait la 
■< réalité de la Mécanique rationnelle, c’est précisément 
« d’étre fondée .sur quelques faits généraux, immédia- 
« tement fournis par l’observation et n’étant suscepti- 
« blés d’aucune explication quelconque*, » nous nous 
sommes atlacbé à présenter distinctement, et sans 
qu’il pût subsister le moindre doute sur leur vrai ca- 
ractère, les grandes lois expérimentales qui gouver- 
nent le monde extérieur au point de vue du mouve- 
ment. C’est, avec les définitions, l’objet des premiers 
cbapilres de notre ouvrage. Nous osons espérer que la 
leeture n’en sera pas tout à fait sans utilité pour éclair- 
cir les idées vagues qui peuvent exister dans quelques 
esprits. 

L’innovation la plus saillante que nous ayons faite 
est relative aux vitesses virtuelles et au théorème decTA- 
lembert, et, par suite, à la dépendance réciproque de la 
Statique et de la Dynamique. On croit assez générale- 
ment que le principe des vitesses virtuelles est indis- 
pensable à la Mécanique, et que celle-ci ne peut être 
édifiée qu’en l’appuyant sur la Statique. C’est une dou- 
ble erreur, que nous noiis sommes efforcé de manifes- 
^ler en nous passant de ce fameux principe, et en trai- 
tant toujours l’équilibre comme un cas paFticulier du 
mouvement, d’où il dérive sans difficulté. Les vitesses 
virtuelles ne restent donc plus que comme un procédé 


‘ Court de philosophie positive. Ionie l, paiïo 37 (. 




Digilized by Googl 



PRtrACE. 


XXIII 


difTérenl pour relrouver les résultats (léin fuiiniis par 
d'aulres méthodes, et le théorème de d’Alembert commi’ 
une application de cette proposition plus géiicralc 
consistant en ce (|uc deux groupes quelcomiues de 
forces, équivalents sur un même système, pris en sens 
contraires, se font équilibre, et réciproquement. Ce ipii 
nous a déterminé à agir ainsi, c’est le caractère philo- 
sophique peu satisfaisant des vitesses virtuelles. Mal- 
gré tout le parti que l’illustre Lagrange en a su tirer 
pour ramener la science entière à un principe unique, 
on ne peut s’empêcher de reconnaître que cette con- 
ception est absolument artificielle, et n’offre à l'esprit 
rien de réel ni de saisissable. Par ce procédé, les ques- 
tions se trouvent résolues, mais en empruntant des in- 
termédiaires qui ne sont pas tirés du fond même du 
sujet. 

Dans sa théorie nouvelle de la rotation des corps so- 
lides, M. Poinsot présente, à ce propos, des réflexions 
dignes de servir d’enseignement aux géomètres futurs : 
« Ne faut-il pas, dit ce savant' , bien connaître à la fois 
« et la Mécanique et les artifices de l’Analyse pour tirer 
if de la seule formule générale des vitesses virtuelles, je 
« ne dis pas quelque nouveau théorème ( ce dont je thk 
« vois guère d’exemples ), mais seulement les propo- 
u sitions particulières qui nous sont déjà le mieux con- 
te nues? La traduction n’est-elle pas souvent plus difli- 


' Théorie nouvetle de la rotation des corps, pai;e 63. 
4 . 
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« cile (|ii(! le lexif lui-inèiiio, je veux dire que laconsi- 

« dél ation immédiate des choses qu’on veut étudier ? 

« Hien ne nous dispense d’étudier les choses en elles- 
« mêmes, et de nous bien rendre compte des idées qui 
« font l’objet de nos spéculations. » 

A ce témoignage si décisif nous pouvons joindre 
l’opinion d’un de nos plus grands géomètres, de i\I. Bé- 
langer, dont le Cours de Mécanique est une des pre- 
mières et des plus heureuses tentatives faites à ce 
point de vue. 

Une autre innovation concerne ces systèmes maté- 
riels que nous avons nommés di/nu iniques. Nous n’atta- 
chons aucune importance , comme difficulté scienti- 
lique, à leur théorie générale, qui est éminemment 
simple ; mais le fait même d’en introduire expressé- 
ment la considération, et de les faire marcher de pair 
avec les systèmes ordinaires ou géométriques , semblera 
peut-être une utile extension du point de vue méca- 
nique. 11 nous a paru qu’on,ne pouvait légitimement 
en confondre l’élude avec celle des points matériels 
isolés. Car, bien que leurs forces de liaisons soient en 
définitive du même ordre que les forces extérieures ou 
/notrices qui sollicitent un point unique, il n’en est 
pas moins vrai ((u’elles offrent un caractère distinctif, 
digne d’une mention particulière, et qui consiste dans 
leur constante réciprocité d’action. D’où il suit qu’elles 
donnent lieu à des conséquences remarquables, qui 
naturellement ne conviennent point aux autres forces. 
U’instmet du langage, plus fort d’ailleurs en cela que 
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toutes les théories analytiques, a prévalu pour consa- 
crer ce iioiii de syi'lénic aux enseiuhlcs matériels dont 
nous parlons; et, pour n'cn citer qu’un exemple, qui 
refuserait celte dénomination au système planétaire 
lui' même? Sans doute, les résultats que nous présen- 
tons à leur sujet ont depuis longtemps été formulés et 
ne sonl ignorés d’aucun géomètre; mais il y avait peut- 
être quelque avantage à les coordonner et à les grou- 
per systématiquement. 

Notre respect pour de grands noms n’a pu nous dé- 
cider à adopter ce qu’il y avait de trop exclusif date 
certaines théories. Malgré toute l'autorité de M. Poin- 
sol, nous n’avons conservé sa création des Couples 
qu’accessoiremenl et comme un remarquable moyen 
d’élucider la Mécanique des corps solides. Mais celle-ci 
n’est, à notre avis, qu’un cas particulier, quoique des 
plus importants, de la science; aussi avons-nons jugé 
indispensable de présenter d’abord l’étude de l’ensem- 
ble, sans la compliquer d’une conce|)tion qui ne doit 
rester dans l’enseignement (|ue comme la plus ingé- 
nieuse interprétation fournie à l’Analyse par la (léomé- 
trie de ce siècle. Le rôle des couples n’est bien compris 
qu’après la théorie générale du mouvement. Faute de 
cette préparation, l'esprit hésite à accepter un élément 
nouveau, dont il ne saisit pas tout de suite la véritabk* 
destination. 

Ainsi (|ue nous l’avons déjà dit, nous étions depuis 
longtemps frappé de la séparation traditionnelle établie 
entre la Mécanique théorique et la Mécanique appli- 
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qiice. Les ()iiviiij<es publiés sur ces deux branches de 
la science émaneiil rarement du même auteur; en sorte 
(|ue Ton a peine à discerner la liaison naturelle entre 
la première et la seconde. C’est ce qui nous a déterminé 
à les renfermer toutes deux dans une même exposi- 
tion', afin de pouvoir insister plus librement sur leurs 
points de contact et sur leurs divergences; alin, sur- 
tout, de montrer, dans chaque question particulière de 
Mécanique appliquée, par quel côté la solution devra 
être rigoureuse et par quel autre elle ne le sera pas. 
D’ailleurs ces deux ordres de connaissances n’ont-ils 
pas une souche commune, qui est l’observation des 
lois fondamentales de la nature, ainsi que les pre- 
mières notions de force, de masse, de vitesse? Pour- 
quoi donc séparer ce que la logique des choses réunit, 
et scinder un enseignement que tout concourt à rendre 
un et homogène? 

Nous ne dirons rien sur le plan et les divisions de ce 
travail, qui se trouvent exposés dans le troisième cha- 
pitre. Nous nous bornerons à quelques rcmar(|ucs de 
détail. 

Nous avons tâché de rendre ce livre aussi complet 
que possible. Nous y avons fait entrer divers théorèmes 
généraux qui ne figurent pas dans tous les traités, 
malgré la lumière qu’ils jettent sur l’ensemble de la 
science. De ce nombre sont les théorèmes sur les sur- 


' La Mécanique appliquée, faisan 1 snile à la Mécanique rulinnuelte, 
paraîtra plus lard. (Note de railleur.) 
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faeeg de niveau, sur V introduction el la suppression brusque 
des liaisons, ou sur les cboos et les ejcplosions, sur la sta- 
büHé de (équilibre, sur la délerminalion approximalive 
det centres de gravité, dés moments d inertie et de la force 
vive dans les systèmes déformé variable, etc., etc. Pour les 
cboos et les explosions nous avons fait usage des belles 
ddiDODStralions de M. Sturm, que nous avons essayé 
d’établir aussi par des considérations géométriques di- 
rectes. La théorie du mouvement relatif, empruntée en 
grande partie àM. Coriolis, est traitée au double point 
de vue de la Géométrie el de l’Aualyse. La Mécanique 
des solides a comporté de grands développements : 
il était essentiel de la rattacher logiquement à la Mé- 
canique générale, et de profiter en même temps des 
magnifiques découvertes de M. Poinsot. C’est là qu’est 
venue se placer d’une manière naturelle, comme der- 
nier éclaircissement, la conception des couples, telle 
qu’elle a été exposée dans la Statique du même auteur 
et dans les lumineux mémoires qui l’accompagnent. 
Dans l’étude des fluides, nous avons adopté le point de 
vue d’Euler, de préférence à celui de Lagrange. Il 
nous a semblé que l’expérience était la véritable base 
de la célèbre loi de transmission des pressions, et que 
toute tentative de démonstration rationnelle avait pour 
résultat de faire appel à ce qui justement était en ques- 
tion. Mieux vaut, selon nous, une loi physique de plus 
qu’un manque de rigueur dans la théorie. 

Nous n’avons négligé aucune occasion de produire 
des réflexions générales, dont le but était de faire sen- 
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tir la portée de la scienee dans les phénomènes méca- 
niques du monde extérieur, et d’inspirer en même 
temps ce poût de philosophie sans lequel il n’y a pas 
de connaissance véritable. Nous n’osons nous flatter 
d’avoir réussi dans une tâche aussi diflicile; mais 
nous espérons que, sinon le résultat, du moins la 
tentative sera approuvée, et que la pensée de l’ou- 
vrage ressortira à travers les inévitables défauts de 
l’exécution. 
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L’objel (l'une science ne peut (Mrc iiurupié avant 
qu’on ait convenablement (éclairci les notions fonda- 
mentales dont elle fait usafïe. C'est do'iic plus tard que 
nous montrerons le but ipie la UR'eauique se propose 
d'atteindre et l’ordre d’idées dans Iciiuel a lieu son dé- 
veloppement. 
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NOTIONS FONDAMENTALES. 



ÜÉKIMIIONS ET AXIOMES. 


1. Muutenient, e.space, lenipK. On dit (iiiTiii corps 
est en nuwpemeut, lors(ine sa position dans l’espace varie 
avec le temps. 

Nous faisons intervenir ici deux notions, celle de Vexpat e 
et celle du temps, que nous supposons déjà ac(|uises par 
l’esprit, préalalilement à toute étude de la mécanique. 

Ces notions sont en effet indé'pendaiites de cette science, 
et conçues par nous en dehors des plK'iiomènes spéciaux du 
mouvement. 

r.ela est évident pour la notion de l’espace, puisqu’elle 
sert de base à toute la géométrie. 
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Il n'cii t'sl p;is de même :iii pirmier abord de relie du 
temps, qui n’iiilervient pas dans nos diverses sciences ration- 
nelles, et qui parait l'aire eu mécanique sa première ap|)a- 
nlion. La vicieuse conlusion dans laquelle nous tombons 
souvent à cet égard, et qui nous t'ait regarder la notion du 
temps comme suboidoumè' aux phénomènes mécaniipies, 
tient exclusivement à la manière dont nous évaluons prati- 
qnement les durées égales. Pour ne parler que du mode 
astronomique, par exemple, il sendtie cpie nous faisons une 
pétition de pi iucipes, quand nous nommons temps égaux les 
temps employés par nue même étoile pour repasser siicces- 
sivamient par le même méridien (jour sidi'ral ; cai', d'un 
autre côté, si nous demandons quel est le mouvement d’une 
étoile autour de nous, nous sommes tentés de répoudre tiue 
c’est un mouvement circulaire, dans letpiel clia(|ue tour 
s’effectue au bout du même temps. Les deux questions se 
résoudraient ainsi l’une pai' l’autre. Cette inconstè|uence 
n’est (pi’apparente, car c’est ailleurs que dans les lois méca- 
nicpies qu(! nous pnisons la notion du tcnqis et une première 
évaluation des temps ('•gaux. Lu effet, la notion du tenij)s 
est beaucou)) plus géiU'rah! (pie les phénomènes du inou- 
vimieiit eux-mêmes. Llle se rattache à la succession 
des plKMiomènes de toute natur(\ .\insi un corps (pii 
changerait de couleur, d’éclat ou de tem|)érature', la suite 
de nos propres opérations psychologiques , nous suggé- 
reraient la notion du temps aussi bien (|iie le changemetil 
de ])(3sition d’un corps dans l’espace. Quant aux durf-es 
(•gales, elles sont com'ues par nous comme correspondant à 
raccomplissenieiit de pluMiomènes identiipies. Aous pouvons 
avoir pins ou moins de dillicultés, dans la pratiipie, à con- 
stater l’identité parfaite des ])hénomènes, et, par suite, à 
mesurer exactement d(;s durées ('•gales : mais la conception 
n’en a pas moins lieu par l’esprit, et cela suffit au point de 
vue philosophique. Car tout consistera ensuite à obtenir une 
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njîiieur de plus imi plus pimidf dans la inpsuro du icinps, 
par une rtudp de plus eu plus approfondie de (ouïes lescir- 
coiisianees qui président à raeroinplissenient des pliénu- 
lîiénes que l’on compare. On aperçoit la multitude de moyens, 
théoriquement possibles, qui s’offrent à nous pour l’évalua- 
tion du temps. Ou pourrait, ]jar exemple, remplir un vase 
d’eau à la même liaulcur et le laisser ensuite se vider par 
un orifice inférieur. L’expérience, renoiivelée plusieurs Ibis 
avec de sullisanles précautions, nous permetlraii de regauler 
romme égaux les temps employés par le vase pour se vider 
entièrement. C’est même de celte manière, avec des appa- 
reils construits à ce point de vue çclepsydrcs), que les an- 
ciens oui commencé à mesurer le temps. Les durées ainsi 
reconnues servaient de lerme de comparaison à toutes les 
autres. On sent déjà fpie de semblables procédés ont pu, à 
leur tour, conduire à d’autres plus parfaits, empruntés aux 
lois mécani(|ues, mais desquels il eût été radicalement im- 
jiossiblo de se servir, si l’on n’avait eu préalablement et «m 
dehors de ces lois une première évalualion sullisamnxml 
e^aclc. Pour reprendre, par exemple, le fait astronomique 
que nous citions tout à l'heure, on a pu, par plusieurs com- 
paraisons entre l’écoulement d’un vase et les passages suc- 
cessifs d’une même étoile au méridien, constater que la du- 
rée cuire ces passages correspondait irès-scnsibiemeM à 
l’écoulemenl de la même quantité d’eau, et ipic la eoiislanee 
du rapport était d’autant plus complète que les expériences 
étaient conduites avec plus de soin. Les très-légères anoma- 
lies qui se manifestaient encore furcnl mises sur le comple 
de noire propre inhabileté, et l’un conclut que chaqwc tour 
de l’i-toile devait avoir lieu rigoureusement dans le même 
temps. On eut dès lors un nouveau mode d’évaluation 
beaucoup plus exact, mais rpii , nous le ré|M'^lons, impli- 
quait néces.sairemeiit (pi’une première mesure eût déjà eu 
lien . t f g - 
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Il csl (loue liicii t'iilciidii l:i mt'‘citni(|iu' «(‘ceplc romutf 
idées acquises les notions d’es|i:ice el de temps. 

2. — Trajectoire, Lorsqu’un corps se ment dans l’es- 
pace, le moiiveinent de ses diflérents points peut n’èire pas 
exactement le même: c’est ce (|iii arriverait notamment si le 
corps, à mesure qn’il :ivance, pirouettait sur lui-même. Il 
est visible (|ii’alors le mouvement d’nn point arbitrairement 
choisi varierait avec la position géométrique de ce point 
dans le corps. Ainsi, pour une spbère <pii progresserait dans 
l’espace en même temps qu’elle pivoterait autour de son 
centre, le mouvement de ce centre dilfiu'erait de celui d'un 
point qnelcompte de la surface. Le monvemeiit d’nn corps 
peut donc être très-complexe, et sa connaissance complète 
impli([ue celle du inoiivement particulier de cliacun de ses 
points. 

Quoi qu’il en soit, el cbaipie poiid ayant son mouvement 
propix', si l’oii considère nn fpielconque d’entre eux, et 
qu’on le sidve dans l’espace, .sans se itrê'occnper des points 
voisins, l’ensemble des positions successives qu’il occupera, 
reliées par nn Irait iiléal, constituera une ligne gi-orni'trique 
continue. Cette lign<>, qui peut d’ailleurs alfecter les formes 
les pins diverses, est la représentation giapliique du mou- 
vement dn point. On la nomme trajectoire, pour indiquer 
((lie le ])oint la suit dans son trajet. 

Le monvemenl du point reçoit le nom cori'espondant à la 
nature géonn'irique de la trajectoire. Ainsi l’on a des mou- 
remeutx rectiligne* , circulaire* , elliptique* , parahu- 
lique* , etc. , selon que les trajectoires sotit des lignes 
droites, des cercles, des ellipses, des pai aboles, etc. 

3. — Mouvement uniforme, vitesse. Si le nioiive- 
menl d’un point s’elTectue de telle manière (pie les jmrtious 
de trajectoire jiarcouriies pendant di^s temiis égaux aient 
des longueurs égales, — ipielle ipie soit d’ailleurs la valeur 
uhxolue de ces temps, — ou dit ipie ce mouvement est tini- 
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forint*. On nomme ritt-uxe l:i loiignenr pnrcouriip pon- 
(lanl l’unité dt; temps, ou, ee qui revient an même, le rap- 
port constant qui existe entre une longueur parcourue (piel- 
conque et le temps employé à la parconrir. En désignatit par 
X la longueur de la portion de ligne, droite ou courbe, dé- 
crite an bout d’un temps quelconque, évaluéi; en iiniu-s de 
longueur, par l la durée de ce temps, pareillement évaluée 
en unités de temps, et par V la vitesse, la délinition (jti’on 
vient de donner est exprimée par la relation : 



V représente donc un certain nombre constant d'unités de 
longueur, qui est précisément égal au nombre parcouru 
pendant une seule unité de temps. 

Les mouvements uniformes dill'érenl entre eux, indépen- 
dainmciit de la forme géométrique de la trajectoire, par la 
valeur de leurs vitesses respectives. 

h. — Ulouvcmeiil varié, vitesse. On nomme muu re- 
nient rarié tout mouvement qui n'est pas uniforme, c'est-à- 

dire, dans lequel le rappoi t 

^ , I de l'espace parcouru au 

M h’ M ^ " s temps n'est pas constant. 

Pij, I Dans un mouvement va- 

rié, on n’a plus, comme dans le mouvement uniforme, une 
notion directe de la vitesse, cl l’on n’y parvient que par la 
considération des limites, en assimilant à chaque instant le 
mouvement, quel qu’il soit, que l’on envisage, à un moii- 


' Lr inouvcnu-nt ne serait |ias iiiiifornic .si , en prenant , par exeiiiple., 
des durées imiitié moimlres, les lonaiieiirs parconrnes pondant ees nouvelles 
durce-s n'étaient pa.s éeale.s entre elles, bien qu’elles le fussent pour les 
premières. Il faut, nous le réptUon.s, que quelque petites ou quelque granile.s 
que soient les duréc.s égales etin.sidérées , les longueurs parcourues corres- 
pondantes .soient exactement égales entre elles. 
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vPiniMit iinironiic (|ui l'oïiicitlcriiit :ive<; lui piMidiinl-iim' tlio 
ITT' iiiliniinoiit petite. 

.Soit un inouvcmcnt d’un point .Al, s’<'ITei;tuaul suivant une 
ligue quelconque A S, et tel que le l apport de l'espace par- 
couru au temps ne demeure pas constant ; de sorte que si 

l’on considère les positions M', AI", Al"' octaipées stic- 

ce.ssivement par le point .\I, au bout de durées égales, les 

longueurs AI M', M' M", M' M'" ne sont pas égales 

entre elles. 

Imaginons (pie le point mobile Al , au lieu de se mouvoir 
comme il le lait réellement, possède de ,M eu Al' un certain 
mouvement uniforme qui l’amène en AI' au bout du meme 
temps qu'il emploie dans sou mouvement réel ; que de Al' en 
M", il possède un autre mouvement uniforme qui l’amène eu 
.M" au bout du même temps que dans le mouvement réel; et 
ainsi de suite pour chacun des autres intervalles. Les vitesses 
de ces inouveineiits iiiiifurmes successifs dilfèrent d’ailleurs 
d’une période à l’autre, puisqu’elles sont iTîspectivcment re- 
présentées pai- les longueurs MAI', AI'.M", Al" Al'"...., sup- 
posi'es inégales , divisées par les durées correspondantes, 
supposées égales. Le mouvement imaginaire, résultant de 
tous ces mouvements uniformes, dillèrc du mouvement réel 
en ce que les positions ne coïncident pas entre AI et M', ni 
entre Al' et .M", ni entre Al" et Al ', quoiqu’elles coïncident 
aux points AI, AI’, Al", Al'"... eux-mêmes. 

Les vitesses des mouvements uniformes correspondant 
aux diverses périodes successives représenteront donc les 
vitesses d’un mouvement qui n’est ]ias exactement le mou- 
vement réel. Mais ce dernier et le mouvement imagiiiaii'e 
dilTéreront d’autant moins que les intervalles Al Al', .AI' Al", 
M" Al'"..., auront été pris plus petits : de sorte qu’;ï la limite, 
c’est-à-dirc si l’un prend ces intervalles inliuiment petits, les 
deux mouvements se confondront rigoureusement, et le rap- 
port de chaque intervalle au temp.s correspondant, qui n’aura 
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pas cessé de l’epréseiitee la vitesse du iiioiiveuienl iiiiaj<i- 
naire eu elia(|tie eiidruil, se trouvera repré'seiiter la vitesse 
d'un otouveiuciilqiii iic dilTère plus du luuuveiueiil j>ropusé: 
ee sera la vitesse de ce itiuiivemenl proposé lui-iiièine. l'in 
coiilimiant donc à désigner par k la longueur de la trajec- 
toire A M parcourue au bout d'uu temps quelconque /, 
pur A« kl longueur M M' d'uu intervalle pris ii la suite, et 
par A/ le temps employé à parcourir cet intervalle, la e//e«*e 

A* 

an point M du nioiivement proposé- sera la liinite de , 


(|iiantii(- (pii, d’après k-s signes adoptes dans l’analyse, est 

. dx . 

représentée par ^ : donc 


V = 


ds 

Jt ’ 


Telle est la relation qui expi ime la (kdinition de la viUîsse 
dans le mouvement varit'-. l’our que la valeur de cette vitesse 
puisse ('tre eftectivemeiil connue à un inoinent (jueliavnque, 
il l'aut i|u’ou connaisse la l'onction analytique qui expiime à 
tout instant la longueur de l’espace parcouru d’après le 

temps employé à le parcourir. T,a derivi'-e de celte roue- 

lion /’(/) — * loiirnit la valeur numérique de la vitesse. 
dx 

La (k-linilion V = ipie nous venons de donner est (piel- 

quefois présentée pins rapidement, en remar<|uanl que pen- 
dant uii temps inlininieiil petit dt on peut considérer le 
mouvement comme unil'orme, et que, pur suite, le rapport de 
l’espace, parcouru inriiiiment petit d» au temps employé à le 
parcourir dt représente la vitesse de ce mouvemeiil. Lue 
telle exposition manque, à notre avis, de netteté ; car, pen- 
dant un temps in/iniinent petit, on ne se rend pas bien 
compte de ce qui l'ait qu’un mouvemeulest uuifarme, c’est- 
à-dire, suivant la définition, de ce qui Tait que le rapport de 
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I;i Idnp'uciir piiiroiinifi an Icinps pont «‘Ird <Mivisa'»(‘ comiiic 
lii'iiiciiraiil cuiislaiil. Par coiisi'cpieiu, on m- voit pas non 
])liis CO qui poi'inel d’assimiler la portion inlininiont polito 
d'ini inoiiveinont, qnalifi<‘ d’uniforinc', avec la portion inlini- 
incnl petite d’iin monvomonl qui no l’osi pas. Ces coneop- 
lions no sont vraiment •claires pour l’esprit que lorstpi’ollos 
s’appliqiieiil aux luouvomonts Unis eiix-mi'mos, pour les- 
quels il peut y avoir comparaison effeelivo entre les espaces 
parcoiiriis et les temps employt's à les parcourir. 

5. — La delinilion V= ^ n’esl antre chose que la préci- 


sion inatlu'matiquo donnée à l’idi'-t' instinctive que chacun 
do nous se fait de la vitesse, en dehors d<^ toute considéra- 
tion scientilique. Car si nous voulons appri'cier la vitesse 
d’un oitjet en marche, notre preinior seiitinicnt nous ])orte à 
mesurer l’espace parcouru pendant un temps assez court, et 
à prendre le rapport de cet espace à ce temps pour expres- 
sion de la vitesse. Aons concevons d’ailleurs très-bien tpie 
nous avons une connaissance d’autant plus exacte de cette 
vitesse que l’espace mcsur<‘ a une liioindre longueur. En 
sorte que, linalement, .si nous voulons aller au Ibnd des 
choses et voir en quoi consiste véritableinenl notre notion 
instinctive de la vitesse, nous recoiinaissons que c’est préci- 




stuneiit la limite théorique dit rapport ^ tloni nos obser- 


vations mati'-rielles cherebent à se rapprocher de plus eh 
plus. 

Hemarqnons en passant que, de même que la vitesse se 
diMliiii de la connaissance de la longueur parcourue en l'oiic- 
tion du l(‘inps, r<'■ciprotplcment, la longueur parcourue ])eiit 
se dt’duire de la vitesse, si c'est celte dernière qui est direc- 
tement connue en fonction du temps. En ell'el, la relation 
<fx 

V = -7- lüurml ; 

<11 
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f\dl = f\l) . 

D’une inDuière jf('‘iitT:ile, la dérmiliun de la vitesse tdablit 
entre cette vitesse, lu longueur parcourue et le temps, une 
relation (jni permet toujoins de considérer une quelcoiuiue 
de ces trois quantités coinine la couséqueuce des deux 
autres. 

Dans le mouvement uniforme, où le rappoiT de la lon- 
gueur parcourue au temps est constant, on a V = d’où 
s = \t , 

V étant un quantité constante. Ce n’est là qu’un cas particu- 
lier de la formule relative au mouvement varié: car si dans 

l’expression x = J \J/ on su]>pose que V est coiislaul , il 

en ré-sulte immi'diatemcnt » = \t. 

6 . — Mouvement uniformément varié, accéléra- 
tion. Lorstpie le mouvement varié d’un point s’elfeclne 
de telle manière que les variations de vitesse, re<7ues pen- 
dant des temps égaux, sont égales, — quelle que soit d’ail- 
leurs la valeur ubxu/ne de ces temps, — on dit (pie ce mou- 
vement est unlformchnent rurir. Il est dit uniformément 
Hcvëlérè, si ces variations de vitesse sont des accroisse- 
ments ; et uniformément re/iirUë, si ce sont des diminn- 
lions. Dans les deux cas, ou nomme Hccë/ëralioti la varia- 
tion reçue pendant l’unité de temps, ou, ce ijui revient au 
même, le rapport constant (pii exisie entre une variation 
reçue ipieleoiKpie et le temps employé à la déterminer. Ainsi, 
en désignant par V la vitesse acipiisc au boni d’un temps 
quelcompie /, dans un mouvement unifornnùnent varii-, rec- 
tiligne ou cnniligne, cl par l’accélération, la définition 
(jii’on vient de donner est exprimée par la relation 
V 

— nu V= Cji. t ,< 


/ 
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•ij. |•ep|■('•se.|ll(‘ (loue un l'orlain nombre eonsinnl d’iinilés de 
longiKHir, qui esi prt'-eisi'-meni <‘g:d :t la dilTemice (|u’oni 
entre elles tleiix vitesses jnises à mu; iiiiiir' d<; leni|)s d'in- 
lervalb;. 

L’aeeclération est Axlo ponitire ou migafire, selon que le 
monveinenl est aectdérc- ou retardé : en effet, eetle aeeéléra- 
tion s’ajoute ou se retranche selon que la vitesse augmente 
on diminue. 

7 . — .Uouv'enient varié en g;énéral, aeeéiéralion. 

Un nomme mouvement varié eu fiéiiéral, on simplement 
mnuremeni varié, tout mouvement qui n’est pas uniformé- 
ineni varié;, c’est-ù-dire, dans lequel le rapport de la vitesse 
acquise au temps n’est pas constant. 

Dans un tel mouvement, on n'a plus, comme dans le mou- 
vement nnirornu'iiient varié, mie notion directe de l’accé- 
lé-ration, et l’on n’y parvient ipie par la considération des 
limites, en assimilant à cha(|ue instant le mouvement, quel 
(|u’il soit, à un mouvement unirorniément varié (jui coïnci- 
derait avec lui pendant une durée iiiliniment petite. C’est 
le même ordre d’idées (|uc lorsqu’il s'agit de définir la 
vitess<‘ dans un mouvement qui n’est ]>as uniforme. C’est 
aussi la même manière de raisonnei’. 

On remplace le mouvement réel curviligne ou rectiligne 
auquel on a affaire pai' une succession de monvemenis uni- 
formi'inent variés, de durées égales, et tels ipie chacun d’eux 
communique au point matériel, an bout de cette durée, la 
variation de vitesse qu’il re<;oii précisément dans son mou- 
vement réel. Si AV est la vai'iation de vitesse coi-respondanle 
à l’un de ces mouvements uniformément varii'-s et \t le 
temps au bout duquel il la détermine, l'accélération de ce 

mouvement partiel se représente par . lai faisant dé-- 

ernîti'e indédiniment la valeur des durées égales, ont Unit par 
avoir niu' succession de mouvenumis uniformément va- 
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i i(‘S, dont IVnspiiil)lp ne ditrère pins du nionvemenl proposé 


liii-niénie, 


el p:ir consé(|ii(‘Ml la (piantité o ==runili 



ipii représente raccédération à un moment donné de ce 
mouvement idéal, représente aussi raccélération du niou- 
xemeut réel. L’accélération d’un mouvement varié ipiel- 
conipie, rectiligne ou curviligne, a donc pour valeur 


d\ . 
V = ^.dou 



Cette xaleur peut se mettre s<ius la forme 


(ir 


d'où 



puisipi'on sait «pie, par détiiiitiou, V = 


<U 

Jt' 


Les rellexioiis préseiitéiîs à la lin du n" ù et au n" 3 pour- 
raient être reproduites ici textuellement. Aous croyons 
inutile d’y revenii'. Nous nous bornerons à faire remariiuer 


(|ue, comme pour la vitesse, la déliuilion n’est ipie 

la précision malliématiipie de l’idée instinctive ijuc nous 
nous faisons de l’aecéléralion dans nu mouvement rpiel- 
CüiKiue ’. 


' Uciuifciii|i il<' L’i-iiriii’lifs <li'liiiifs(>nt autmnciU rai.L-éléraliiiii. Il isl 
asM'Z dilllrilr il’fii rpiidri' l•üln|ltt• di’S en iiiomeiil. Disons, loulerois, ijii’on 
dciiiuntrcra plu» lard que loiile \itp»sc peut être eonsidéréc roninin pro\n- 
naiil delà eoinlilnai.sondedeux antre» faisant entre clin» un angle qiieleunque. 
Dans qn inouvcment enrviligne, on peut dune reuariler la Mtesse à un 
l erlain inslant eoinine provenant de la eoinliinaison de la vitesse h rinstani 
précédent avec une autre vitesse de grandeur et de direction eonvenalde». 
Il’est cette deniière qu’iiu iiomnie acréléralion. Sans insister davantage sur 
ce point, qui ne saurait être éclairci qii’cn anticipant sur la suite de ce tra- 
vail, on voit néanmoins que celte délinilion dilïéin de la notre, et enlève ,i 
l'accé/crafioa son i-alaiclère d'étre une»iin]de variation numérique de vites-e 
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K. — ünilcs de lonfcucur et de lenips. L'évaluation des 
arcs parcourus, des vitesses el des temps sc fait naturelle- 
ment au moyen de certaines unités correspondantes (|ui 
peuvent d’ailleurs être choisies d’une manière arbitraiiv. Il 
est d'usage en mécanique de pi'endre pour unité de lon- 
gueur celle <iu’ou a déjà adoptée en géométrie, c’est-à-dire 
le mètre, et [)our unité de temps la 86,à00' partie du temps 
employé moyennement par le soleil pour repasser par le 
même méridien. Cette durée, à la(|uellc toutes les autres 
sont rapportées, a n'cu le nom de seconde, et est désign(à', 
comme la seconde angulaire, par un double accent sur le 
nombi e *. 

Dans la suite, nous supposerons toujours implicitement 
que les quantités de longueur et de temps sont rapportées 
aux imités que nous venons d'indiquer. Allais ou ne doit 
pas perdre de vue ipie cette supposition ne peut avoir 
aucune influence sur les raisonnements, puisqu’on aurait pu 
choisir aussi bien toute autre espèce d’unité. 

9. — EfTort, force. Lorsque nous mettons un corps en 
mouvement, nous avons conscience d’un effort que nous 
exerçons sur lui pendant un certain temps. 

Cet cfTon a lieu, lors même <jue tous les obstacles qui 
pourraient s’opposer au mouvement de ce corps sont soi- 


(varlation rapporlM au temps), roinme la vitc.«.se. clle-mcine e.tt une \ariatinn 
numérii|iie de lonatieiir paicmirue. On détiiiil ain.ii la cni respondance de.s 
deux idées, outre qu’on sc met en opiwsition avec la notion vuleairc , con- 
forme A la déllnltion que nous avons donnée, tielte dérortallon aux idées 
iaslinelives n'iilfre d'ailleurs aucun avanta.qe f cientifiqiie réel. 

‘ On .sait (lue l'intenalle entre deux passaecs .successifs du soleil au 
méridien varie suivant l'épo(|ue de l'année, i.a movenne entre tous ee.s inter- 
• Vallès ou entre tous le.s Jours vrais, qu’on nomme le jour laoi/cii, est divisée 
en 21 durtà’s éiiales, nommées iieures ; elia(|ue lieiirccst divi.sée en IHi par- 
tie.s nommées ininutes et chaque minute en (U) .secondes, en sorte que l’unité 
de temps de lu mécanique est, comme nous l'avons dit, la sti, 100' partie du 
jour moyen. 
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gnciiscnicnl écaiTcs. Ainsi, si nous j)laçons une sphère par- 
failenicnl i)olie snr une glace horizontale très-unie, et (|U(; 
nous la lassions rouler dessus, nous exerçons nu ellort dont 
nous nous rendons fort bien compte. De niêinc, si nous 
suspendons un corps à l'extrémité d’un lil très-délié, 
nous |)rodnisons nu certain efTort pour lui imprimer une vi- 
tesse (pii l’écarte de sa position verticale. A'ous pourrions 
nmliiplier les e\em])les à l’intini, mais nous le jugeons su- 
perilii. Tout le monde sent que le seul fait de donner du 
mouvement à un corps implique un efl'ort correspondant, 
même eu supposant tous les obstacles écartés. 

Cela ne veut point dire que le corps sur lequel nous agis- 
sons rénhte à notre elTort, comme ferait un obstacle fixe 
contre lequel nous pousserions en vain : au contraire, dans 
les exemples précédents et dans tous ceux que nous pour- 
rions imaginer, nous constatons que le moindre effort 
sulTit pour imprimer un mouvement qui, à la vérité, est 
alors très-petit. En général, la rapidité du mouvement 
obtenu est toujours liée à l’énergie de notre elTort, augmen- 
tant et diminuant avec elle. C’est ce qui n’aurait pas lieu si 
les corps nous résistaient à la manière d’obstacles fixes, tkir 
un effort convenablement choisi, inférieur, si je puis ainsi 
dire, a la capacité de réxixtanee du coi'ps, ne le mouvrait^ 
en aucune sorte : tandis que l’observation nous fournil la 
preuve du contraire. .Ainsi, tous les corps, supposés bien dé- 
gagés de tous les obstacles extérieurs, cèdent à nos elforts 
et se mettent en mouvement. _ . 

Les ofToris au moyen desquels nous mouvons les corps 
sont de même nature que celui qui nous est nécessaire pour 
maintenir un corps soulevé et l’cmpècher de tomber librc^, 
ment vers le sol. ^ • 

Celte identité nous fournit même un moyen facile de com- 
parer entre eux tons nos elToi^ quelconques et d^Jes-, 
exprimer numéi itiucmenl. ^ 


/ 
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\fvnONS FOKDAMF.NTAI.KS. 


Il nous Ktilfii'ii de prendre pour terme eonslant de eoiiipa- 
raisoii refTorl tpii nous est nécessniiv pour tenir eu suspens 
un corps détermiiu-, par exemple un (léeiiuélre eiihe d’eau. 
Dans la eonsidéraiioii de eei efl’orl, nous faisons ahsiraelion, 
bien entendu, du vase cpii eonlieni li‘ litpiide. Quant a sa 
forme et à la mauiér<‘ dont on l(! tient suspendu, trous ne 
nous en oeeupons pas, parce que rexpérieuci' montre que 
ces cirrmnstances u'inllueut pas sur l'énergie de l’effort 
dt'veloppii. 

i\ous appellerons égaux tous les eflorts capables de ce 
même résultat. Ainsi deux efforts exercés successivement sui- 
des eot’|)s quelconques pour les mouvoir seront appelés 
égaux s’ils sont tels qu’ils puissent l'un et l’autre maintenir 
soulevé un décimètre cube d’eau. 

Si nous disposons exaeteinent au-dessous riiii de l’autre 
deux dé-cimètres cubes d’eau et fine nous les liions entre eux, 
nous appellerons double un effort capable de Iiïs maintenir 
soulevés: si nous eu disposons trois, nous aurons un effort 
ri|)le, et ainsi de suite. Ku giuiéral, nu effort (pielcompiu 
sera évalué et représenté numériquement par le nombre de 
décimètres cubes d’eau, disposés exactement au-dessous les 
nus des autres, que cet eff’orl serait capable de maintenir 
soulevés. 

Tout uioiivemcul i|ue nous imprimons à un corps doit 
doue être considéré comme du à un effort, plus ou moins 
longtemps continué, ipii, :'i tout instant de sa duré-e, serait 
capalile de maintenir soulevés un certain nombre de déci- 
mètres cubes d’i'aii. 

Il est inutile d’ajouter qu’au lieu di‘ rapporter nos <-llorts 
au d(ù'imètre cube, on pourrait les rapporter à tout autre 
corps quelconque, pourvu (pi’on convint île prendre toujours 
le même ternie de comparaison. 

Dans la nature, la plupart des corps se inenvent eu deliots 
de notre action personnelle et par des causes qui nous sont 
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St'iiérjilemeiil iiicoiitiues. Mais, t(iu‘ls(ine soient ces inoiive- 
ineiils, nous coiieevuns tonjoncs (|u’ils pum-raienl être pro- 
iliiils par (les (Hlorts analogues à cen\ <pie nous di‘veloi>poiis 
noiis-nièines et qui en iliU'ércraieni senleinent par le ilegr(i 
(le leur énergie. 

Lu lies objets île la inéeaniipie est précisiiinent de re- 
ehen lier la valeur de cet ellorl idéal, c.ipable de l éaliser le. 
iiiouvenient précis (pie l’on a en vue; ou réciproipieinent, de 
trouver le niouvenient qu’iinpiimerail un ellort déleriniin-, 
si on le supposait afipliqiié réellement au corps. 

Les relations nunii'-riipies qui' nous établissons ainsi entre 
les inouveincnts et les ell'orts portent sur des éléments qui 
sont 1a plupart du temps tout à fait fictifs, en ce sens que 
les uns ne sont pas en général le produit niel des antres; 
mais ces relations nous intéressent en ce quelles nous ap- 
prennent (|ue les uns puuvmictil être toujours le produit 
des autres; et elles nous permettent de nous rendre compte, 
à notre manière, de la puissance des causes inconnues aux- 
ipielles les mouvements considi'uafs sont nudlement dus. 
Ces relations nous monlriuit en elTet que la cause (piel- 
conqne de tel ou tel mouvement particulier est cquii-alcnte 
à un elfort déterminé dont la connaissance nous est fami- 
lière. 

.\ous sommes ainsi conduits, en ni('-cani(pie, à écarter 
complètement la notion concrète l’e /'e//ê;7, c'est-à-dire 
d'une action exercée elTectivement sur les corps, pour n’y 
voir désormais que l'expression nnim'Titpie d'un rappoi’t. 
Tel est le point de vue ampiel on se place en aritlmu*- 
tiipie pour substituer partout le nombre à la quantité. 

Afin de rendre cette abstraction plus sensible et de déslm- 
bituer l'esprit d’une idée concivte, qui doit rester étrangère 
au calcul, un a remplacé, dans le langage mécaniipie, le mol 
(l’etTort par celui de force. Ce dernier tei nie devra donc être 
toujours entendu dans un sens purement abstrait. Il dési- 
I. i 
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gticra le nombre de lois qu’il faudrait preudre l'effort 
iinilé pour réaliser le mouveiuenl spécial que l'on consi- 
dère. 

10. — C’est celte même abstraction qu’on ne doit jamais 
perdre de vue (|uaiid on parle des l'ort-eit de ht Xalttrc. 1 1 ne 
s’agii poiiil des causes premières en vertu desquelles les mou- 
vemeiils s’effectuent, mais uniquement de la valeur numé- 
ri(piedes efforts lictifs(|ui seraient capables de les protluirc. 
Il ne faudrait pas prendre le cbanjçe sur les mots et en ar- 
river à s’imaginer que les corps de la nature agissent effecti- 
vement li's uns sur les autres à la manière de nos efforts 
personnels. C’est là une (pieslion entièrement étrangère à la 
mécanique, et dont la solution nous sera sans doute toujours 
inconnue. Quand ou parle, par exemple, de la force degra- 
rifaftflii qui détermine le mouvement de la t<‘rre autour du 
soleil, ou aurait giand tort d'attacher à ces mots une idee 
concrète, et de croire ([u’en effet le soleil lire la terre vers 
lui. Une telle locution signitic seulement rpiece même mou- 
vement pourrait, en l’absence de tonte cause naturelle, être 
détei-ndné par un effort égal à un certain nombre de fois 
notre effort tmité, et dont l’action serait dirigée de la terre 
vers le soleil. Il en est de même de toutes les ox|iressions 
analogues. Il faut en écarter soigneusement une signifi- 
cation concrète et se rappeler qu’il n'est jamais (|uesiion 
que de rapports numériques. 

On emploit^ souvent une locution vicieuse qui consiste à 
dire, comme définition des forces, qii'el/ex font leu cainex 
dex moiircme/ilK. Si, par ce mot de forces, on entend alors 
les causes naturelles elles-mêmes, on ne fait qu’énoneer une 
vérité évidente, absolument iusignifianle. .Si l’on entend au 
«aintraire des efforts abstraits, numériquement comparables 
aux nôtres, on devrait dire que les forces sont, non pas ce 
qui produit les mouvements, mais ce <pn pourrait les 
produire. Ou rentre ainsi dans notre propre définition, avec. 
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rinconvéïiicnt do In piv’sontof d’une manière moins noue, 
fjiii pont laisser subsister une erreur dans l’espril 

— l'nlié lie foree, L’eflbiT choisi en mécanique pour 
terme coustaut de comparaison de tous les autres est celui 
que nous avons déjà supposé iious-racines, c’est-à-tlirc l’elVorl 

capable de maintenir soulevé un décimètre cube d’eau, 

abslraciion (aile, bien entendu, du vase qui la contient. — 
.Afin d'éviter la répétition fastidieuse des mêmes mots, qui se 
re[)rodiiiraicnt toutes les fois qu’on ferait allusion à l’elTort 
unité, ou lui a donné nn nom particulier, celui de kih- 
Qt ntnme. Ainsi un eflort ou une force de n kilograinotes est 
iftie force capable de maintenir soulevés n décimètres 
cubes d’eau. 

Héciproquement, l’clfort fictif, éj!^l et de sens contraire au 
kilogramme, qui est équivalent à la cause inconnue en vertu 
de laquelle le décimètre cube d’eau, abandonné à lui-méine, 
tend vers le sol, a rc(,ai le meme nom de kilogramme, f^a 
cause inconnue ayant été appeb-e pesanteur, l’clfort fictif 
qui la représente s’appelle foidn. Ainsi, le kilogramme dt- 
signe il la fois l’elfort nécessaire pour maintenir soulevé un 
décimètre cube d eau, et le poids de cette même quantité 
deau. £11 général, le poids d’un coips quelconque est re- 
présente par le nombre de kilogrammes qui exprime la va- 
leur de l’elTort nécessaire pour le maintenir soulevé. 

Jiemarque. — Le volume de l’eau variant avec la tempé- 

' C'est pour avoir méconnu ce caractère al)?trait, te seul vraiment 
srlciitini|uc de la force, que quelque auteurs ont rejetérévaluation numé- 
rique directe des forces ([ue nous avons cvpo.V’e. Carnot disait, dans ses 
Principes de VéqniUftre cl du mourcment : • Que peut-on enlrudre dans 

• le langage précis des inatliémaliquc.s par une force, c’est-.'i-dirc par une 

• cause douille ou triple d’une autre ? t>t lllu.slre géomètre ouldlalt 

aln.‘l qu en comparant des forces on ne prétend pa.s comparer des causes 
réelles in.saisissaliles en elles-mêmes, mais .seulement des causes ftctices, 
équi\al< ntes aux causes ineonnue.s des nuiiivements oliscrvés. 

ï. 
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ratiirc, la (luanliK' d’oaii qui onli-ft dans un ddcinictfc cube, 
et, par suite, l’enorl nécessaire pour maintenir ce décimètre 
culje d'ean soulevé, varie avec elle. Il a donc fallu, pour avoir 
un terme do comparaison- véritablement constant, spcciliei 
la température pour laquelle était pris 1 elfoiT unité. Des con- 
sidérations physiques, (ine nous n’avons pas à présenter ici, 
ont conduit i> adopter la tempén aluie de 'i",l . Il est entendu 
aussi que l’eau est distilli-e, c’est-ii-dire parfaitement pure; 
car rcxp(Mience montre que l’elTort à faire n’est plus le 
meme lorsque l’eau tient (juclque sel eu dissolution, hnliii la 
.létcrmiuation de cet effort est faite dans le vide absolu, car 
il se manifeste des dilTéreiices, suivant l’état de ratmosphère. 
.\iiisi, le kilogramm.' est l’elVort capable de maintenir sou- 
levé, dans le vide, un décimètre cube d’eau distillée à la 
température de h°,\. .N'ometlons pas d’ajouter qu’il faut spé- 
cifier le lieu du globe où se fait la déacrminatiou , car ren’ort 
varie d’un lieu à l’autre. Le lien choisi par les géomètres 
fl•ançais est l’aris. 

1‘). _ Forces eoiislniilo» et forces viipliibles. L’eiïort 
que nous exerçons pour mouvoir un corps a toujours, quelle 
que soit sa valeur, une certaine durée. 11 en est pai' consé- 
,, lient di- même de toutes les forces, c’est à-dire de tous les 
ell’orts lictifs capables de produire les mouvements consi- 


dérés. . 

,\ous aurons donc à distinguer deux categories de lofees, 

suivant que l’elfort conserve, pendant toute sa diir.V, la 
même valeur mtniériiiue, ou suivant, au contraire, tpie cet 
ell'ort varie. 

l.es forces de la première catégorie sont appelées (iircen 
vonHonlix. .\insi, une force constante est une force qui, à 
uii moment (luelcüiKiue de sa durée, serait capable de inaiii- 
leiiir soulevés le nièiiie nombre de décimètres cubes d’eau, 
ou ipii, en d’autres ternies, est conslainment représentée 
par le même nombre de kilogrammes. 
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*4.cs forces de la deuxième cauigorie sont appelées force» 
rariiilt/ex. Ainsi, imc foret* variablt* est une force qui, à nu 
moment (|uelconipie. de. sou uctiou, n’est pas capaldc de 
maintenir soulevés le même noinbre de décimètres cubes 
d'eau, ou qui est représentée par un nombre? sans cesse dif- 
fi-rent de kilogrammes. 

. Une force qui serait consianle pendant une partie de sa 
durée, et t|ni, pendant 1a période suivante, serait 'encore 
constante, mais avec, une valeur diflV-rente de celle qu’elle 
avait dans la première, ne serait pas, à proprement parler, 
une force variable. On considère alors tpi’on a deux forces 
constanles successives^ de diflerentes valeurs. Lt? caractère 
de la force variable, c’est t[ue la valeur varie à tout itixtinil. 

Celle variation s’effectue d’aillem s d’une manière conti- 
nue, c’est-à-dire par degrés insensibles; car rexpérience 
nous apprend que rien, dans la nature, ne se fait par tran- 
sition brusi|ue. non fncil »uhn», mV dit depuis 

longtemjis les philosophes.) — .Si donc un l■bangemcut 
brus(|ue se produisait dans la valetir de la force, variable 
avant, variable après, on devrait considé*rer cpie ce n’esl 
pas une même l'oi ce variable, mais bien deux forces dis- 


lilIClCS.^ ftH». 

Rien ne nous semble donner mieux la représentation 
d'une force variable que l’exemple suivant : 

Supposons (|u'uu liomme tienne soulevé un vase dans le- 
quel un robinet verse de l’eau d’une manière continue ; à 
mesure que le vase se remplit, riiommc développe un effort 
de |)ltis en plus grand pour le maintenir soulevé. A chaque 
instant, la valeur de cet effort, incessamment variable, est 
exactement mesurée par le volume d’eau contenu dans le 
«*«•- - - . 

,.Ccl exemple montre une force continue, dont la loi dé va*- 
nation consiste à augmenter proporiiouiiellement au temps, 
puisque c’est ainsi qu’uiigmenle évidenimeui le volume de 
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l’eiiii ititi’udiiiti;. Ou poiiiTuit rt‘pr<‘st>nl(T de la mèiTU! ma- 
nière une force augnientanl suivant une loi quelcuu<|ue; il 
sullii'ait d’imaginer ()ue le robiuel, au lieu de rester gi’and 
ouvert pendant tout le débit, est mana-uvré de façon à faire 
varier l’orilice suivant telle loi que l’oii voudra, üii aperçoit 
clairement que l’elVort nécessaire pour maintenir le vase sou- 
levé augiueiite avec le temps d’après uii mode de variation 
quelconque. 

Si le vase, au lien de s’emplir, se vidait, on obtiendrait 
toute espèce de loi de diminution de l’elVort. 

Quand une force variable met un corps eu mouvement, 
nous devons concevoir (pie, pendant la duree de son action, 
l’intensité de celle force passe par des valeurs diverses et 
successives connue celles que nous venons de considérer. 

La connaissance d’une force variable iinpli(|ue celle de sa 
valeur numérique à tout inslaul, c’est-à-dire la connaissance 
de la loi suivant Unpielle celle valeur varie avec le temips. 
Cela revient à donner la fonction analytique du temps qui 
exprime la valeur nuinéri(iue de la force. Ainsi, K étaiit la 
force et f (/) une certaine fonction du temps, on a, à lotit 
instant, j)Ourcxj(rinier la force, l’erpiation F— /'(O- 

Quand la force t(sl constante, /' (0 sc réduit à une (pian- 
tilé constante. 

1 . 3 . — IMrectioii de la force, Mon point d'application. 

En agissant sur un corps pour le mouvoir, nous avons le 
sentiment d(* la tUrection de notre elïort, c’est-à-dire de. la 
ligne droite suivant lacpielle notre elforl se ju'oduil. Si le 
coi'psa des dimensions inliinmeni petites, ou plutôt si nous 
envisageons son mouvement en bloc, comme nous ferions 
d’un point unique, nous le voyons suivre la ligne droite le 
long de la(|uelle nous exerçons notre elVort. Le corps ne dé- 
vie de cette ligne que lorsque nous changeons nous-mêmes 
la direction de notre clîoiT, ou lorsque, les dimensions con- 
sidérables de ce corps ne nous permellani pas d’envisager 
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SOU inouvenicnt coiniiie celui rl'uu )X)int iiuique, nous tenons 
compte lies dillereiices de Irajecloires de ses divers points. 
Mais nous n’en avons pas moins Icsenlimeiit d'une direclion 
dederminée de notre effort à tout instant, ou le sentiment 
d’une ligne droite que suivrait la particule niatérielle sur 
laquelle nous agissons immédiatement, si cette particule, au 
lieu d’ètre liée aux autres parties du corps, était parfaitement 
libre de céder isoli'inent à notre action. 

Nous nommerons donc en général direclion d'iine farce 
la droite suivant laquelle lu force est conçue comme agis- 
sant pour mouvoir une particule niatérielle isolée, le long 
de cette droite même. 

Nous appellerons point d’application de la force le point 
pixicis où cette force est supposée agir sur le corps, c’est-à- 
diœ la particule matérielle qui, si elle était liinc, se mou- 
vrait dans la direction de la force, comme il vient d’élre dit. 

L'ne force aura une direction constante lorsqu’elle agira à 
tout instant suivant la même droite: elle aura une direction 
variable loi squ’clle agira successivement suivant des droites 
différentes. La variation de direction s’effectue, d'ailleni’s, 
comme celle de l’intensité, d’une manière continue et par 
degri's insensibles. 

Le mouvement d’un coi'ps devant changer évidemment 
selon la direction et le point d’application de l:i force rpii le 
détermine, il est nécessaire, pour connaître complètement 
la force, de connaitre, outre sa valeur à tout instant, la po- 
sition de son point d’application et sa direction. En général, 
dans les pi'oblèmes, la position géométrique du point d’ap- 
plication ne change pas dans le corps pendant tout le coui's 
du mouvement; elle est donc précisée une fois [lonr tontes. 
Quant à la direction, il faut, si elle varie sans cesse, donner, 
comme pour l’intensité, la loi de la variation en fonction du 
temps. Nous verrons plus tard de quelle manière on l•cprH- 
seule géométriquement la direction des forces dans l’espace. 
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Kn (Iflinilivo, poiirhi coiiHaissani'p d’imc l'oiri', il laiil li'nis 
cliosi-R . 

i" Son point d’applicalion, (pd, haliiluclU'incnt, rons(‘i ve 
la inôino position dans le corps; 

2" L’inlensilc, qui est exprimée par une loiuiion aiialy- 
ti(|ue; 

S” La diiection, qui peut varier l•"alenlenl siiivanl cer- 
laines lois. 

16. — Comme on le voit, nous avons fait choix, dès Ied('^ 
but, d’une unité de force dtderininée. Xous aurions i)ii, na- 
turellement, adopter loute autre nnih' que le kiloÿ;ramnie. 

Il suiïit qu’une unité soit prise, peu importe laquelle. 

C’est une "rande ei'i'eur de supposer (pie, parce qu’on 
choisit tout de suite une unité de force, et que cette unili'- 
est einprunt(‘e aux faits de la pesanteur, Userait impossible, 
sans la considération de la pesanteur, de constituer la 
science mécanique telle qu’elle est. En admettant que 
l’homme n’in'ii aucun sentiment de la cause inconnue en 
vei'lu de laquelle les corps tendent vers la terre, et tpi’il ne 
se fût jamais rendu coinpti' de l’effort nécessaire pour les 
maintenir soulevés, rien ne rempi'-cherait d’ailleurs d’ac- 
qm'u'ir la notion d’un ellbi l ou d’une force, soit en modifiant 
la forme d’un corps ])lus ou moins élasticpie, soit même en 
mouvant un corps sur un plan hori/onial, sans frottement. 
J)c pareils phenomeues nécessitent des ('flforts qui ne dépen- 
dent nullement de la gravité, et ipii demeureraieni absolu- 
ment les mêmes si ci'tle dernière n’existait pas. ün pourrait 
ainsi adoptei’ qmdque unité de force, étrangère à la pesan- 
teur, comme, par exemple, l'effort nécessaire pour empêcher 
une lame métallique, infléchie dans des conditions spécifiées, 
de reiirendre sa foi-ine natui'elle. Eu un mot, le jiremicr 
terme de, comparaison venu, pourvu qu'il fût (,'onstant, tien- 
drait lieu du kilogramme et dis]ienserait de toute considi'ra- 
iion de In gravité, laiptclie, seientifiquement parlant, poiir- 
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rail iltsparaiti'e !>aiis poi'lcr auciinLiiicnl allrinU! à rriliUrr 
iiir-('.uiii(|uo. 

15. — .WatiHc. Quand (iii agit sncccssiveniciU sur diflëmils 
corps pour les inoltre rn iiiouveiiKJiit, on r('coimait (jiie le 
riii'-uie ( H'orl, exerce d(; la luètiu! iiianière, ne leur fait pas 
prendre le nièiiie inon\enienl ; on railrilinc vulgairenienl à 
ce (|uc CCS corps ne reidcrmeiit pas tous la même quuulilè 
de matière , et l’on appelle de <-liacnn d’eux la (|uan- 

tilc- absolue de matière qu’il eoiilieul. 

Si nous nous en leiiions à cet émincé, (|ui ne fait que re- 
produire l’idée assez obscure que ebacun allaclie iusiiiicti- 
venient au terme de mante, nous ne serions pas en possession 
d’une dciinition vraiment scientilitpie, c’est-à-dire assez pré- 
cise pour (juVin puisse tenir compte, dans le calcul, de l’ob- 
j4't auquel elle se rapporle. 

Pour que la masse devienne eu eflet un élément de rela- 
tions malhémalitpies, il est indis)ieiisable tpi’on puisse l’ex- 
primer numériquement; ce qui exige ipi’ou sache comparer 
les niasses entre elles <‘l les rapporter toutes à une inèiue 
unité. 

Or, comment comparer dtis masses, c’est-à -dite évaluer 
le nondne de fois que la malièiaid’un certain corps conliimt 
la matière d’un autre corps? Celle comparaison directe, et le 
rappoii (|ui en résulte, ne peuvent avoir un sens pour l’esprit 
(pi’aiitant qu’il s'agit de corps d<‘ même nature et placés 
dans les mêmes conditions. Ün comprend, par exemple, ipie 
la quantité de matière de deux décimètres cubes d’eau est le 
double de celle ipii est contenue dans un seul, et qu’en gé- 
néral le rapport des masses est le même que celui des vo- 
lumes. .Mais s’il est question de corps de natures différentes, 
tels que l’eau, le fer, le bois, etc., on n’a aucune idée du 
genre de rapport qui peut exister entre les quantités de ma- 
lièri‘ d’un même volume ih* ces divers corps. Ici donc, il 
devient nécessaire d’abandonner le sens vulgaire du mut 
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masse pour lui substiliiei- une iiotiou plus précise, qui se 
prèle ù la comparaison iiuuiéri(|ue dont nous parlons. 

A CCI effel, uous dirous tpic deux corps de naiures quel- 
couques oui des masses égales, lorsque, successivement 
soumis à un iiièine eObrt constant, pendant le même temps, 
suivant une même direction, ils acqiiièivnt la inèine vitesse. 
Ainsi, si un huitième de décimètre cube de 1er, par exemple, 
prend lu même vitesse qu’un décimètre cube d’eau dans les 
conditions que nous veuons d’indiquer, un dii a que le pre- 
mier volume d(^ 1er a la mêim* masse que le second volume 
d’eau. 

Quand nous parlons de la vitesse du corps, il s’agit, bien 
entendu , de la vitesse générale de ce corps , envisagé en 
bloc, et sans tenir compte des mouvements individuels de 
ses divers points. jN'ous admettons, d’ailleurs, — ce qui sera 
démontré plus tard, — que cette vitesse générale est la 
même, quelle ipie soit la forme qu’aireclc le volume du corps 
considère*, et quel que soit le point précis où la force lui est 
appliquée. 

L’égalité des masses, telle que nous venons de l’établir, 
reste donc étrangère à la cousidération inacce'.ssibic des 
quantités de matière, et elle se fonde uni(|uemenl sur la fa- 
çon dont les corps cèdent à l’action des forces qui les solli- 
citent. C’est là, d’ailleurs, le vi*ai point de vue : car au lieu 
de dire, conformément à la notion vulgaire, que la matière 
renfermée dans un décimètre cube de fer est huit fuis plus 
grande que celle d’uu ilécimèire cube d’eau, qu’esl-ce qui 
empêcherait de concevoir, par exemple, que la dilférence 
des forces nécessaires pour faire prendre à ces deux coi ps 
la même vitesse manifeste seulement que la capaciiè de 
mouvement du fer, si je puis ainsi dire, est autre que celle 
de l’eau? Ce serait un fait du même ordre <|ue celui des ea- 
pacites caiorifiquet, qui consiste, comme on sait, en ce 
que des poids égaux de matières dilTércnles n’absorbent pas 
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les inèiucs qiiaiiliu-s de cliuleur pour prendre les mêmes ac- 
croissements de lempéraiure. Mais il est clair que ces con- 
sidérations n’iinpoi'tent pas à la niécaniqiie, qui n’étudie les 
corps qu’au point de vue des mouvements qu'ils inauil'estent. 

Les masses étant délinies égales , comme il vient d’être 
dit, une masse quelconque sera évaluée et exprimée iinmii- 
riquement au moyen de sa comparaison avec une masse 
déterminée prise pour unité. Ainsi , une niasse double , 
triple, de l’unité de musse, sera la musse d’un corps qui 
pourrait être décomposé en deux, trois parties, telles que 
chacune, soumise au même cQ'ort constant, pendant le même 
temps que runité de masse, recevrait la même vitesse que 
cette deniière. En général, on dira qu’un corps a une mass.e 
de n unités, lorsqu’il pourrait être décomposii en /< parties 
égales cliaciine à l’unité de masse. 

16. — Il résulte de notre didinition qu’une masse double, 
triple d'une autre, soumise à une force double, triple, prend 
la même vitesse (pi’une niasse simple soumise à une force 
simple. En d’autres termes, les masses sont proportion- 
ludlcs aux forces constantes qui, au bout du même temps, 
leiii' communiipieiit la même vitesse. En elfet, si l’on a une 
certaine masse sollicitée par une certaine force, rien n’em- 
péclie d'imaginer que cette masse est décomposée en deux 
autres égales, placi'es l’ime devant l’autre, et que la force 
piTivient aussi de deux autres égales, agissant respective- 
ment, suivant la même droite, sur les deux masses par* 
tielles. Aux termes de la définition des forces, la force totale, 
due à la réunion des forces partielles, est^ouble de chacune 
de celles-ci ; de meme que la masse totale est double de 
chaque masse partielle. Donc, une force double sollicite 
une masse double, coniine une force simple sollicite une 
masse simple. 

D’après cela, au lieu d’évaluer une masse en recherchant 
en combien de parties égales à l’unité on pourrait la dccom- 
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posoi', — sorU' (1<; division ))rntiqnoinoiU impossible In pln- 
pnrl lin temps, — il revient an même de l'echeirlier (|iielle 
est la l'uree qn'il i'aut lui appliquer ])Oiir lui donner In même 
vitesse qu’à riinité de masse. Le rapport numêriipie de cette 
l'oree à celle qui sollicite runitéde masse e% prime le nombre 
d'unités que contient la masse <'onsidér<‘i‘. C’est ce qu’on 
énonce brièvement en disant <pie la comparaison des masses 
est rameiu'-e à celle des forces. 

17. — llonio^çénéllé , dciisllé. Lorsiju'un corps est 
c.onstitué de telle manière que des volumes ^•"anx de ce corps 
ont des masses égales, — quelle que soit d’ailleui’s la valeur 
absolue de c.es volumes, — on dit qu’il est //o/«oi/é//c. On 
nomme la niasse contenue dans l’unité- de volume, 

ou, ce qui revient au même, le' rapport constant de la masse 
au volume. Ainsi, eu d('-signant par M la masse, évaliu-e en 
unités, d’un corps liomogèni', contenue dans un volume 
quelcompie V, et par f. sa densité, la délinition qu’on vient 
de donner eslexjirimée par la relation 

M 

O = Y' O" Al P V. 

P repré.sente ainsi pour cliaipie corps bomogèue un certain 
nombre constant d'unités de masse, qui est précisé-ment égal 
à la mesure de la masse ixmfei-mée sous runilé de volume. 

Les coriis liomogèncs diflérent entre eux par la valeur do 
leurs d(-nsilés respei-tives. 

'II'. — llélérojçénelté, densité.' On nomme corps /le- 
In'nfjpne tout corps qui n’est ]ias homogène, c’est-à-dire dans 
lequel le rapport de la masse an volume n’est pas constant. 

Dans un corps hétérogène, on ne ]ieut avoir la notion de 
densité que par la considération des limites. On se retrouve, 
à cet égard, dans b> même ordre d'idées ipi’à l’occasion de 
la vitesse du mouvement variii :ji" h'). On dià-omposiî jiar la 
jvensée le corps en parlii-s d’i-gal volume, et on suppose que- 
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la matière de chacune de ces paiiies soit reinplacce par une 
lualiére homogène, (pii l•e])r('•sente la im-mi* masse «iiie lu 
iiiatière eflèctive de celle parlie du corps. I/ensenihIe de 
ces pallies homogènes couslilue un corps imaginaire cpil 
diffère du corps réel, en ce que, dans une même pailie de 
celui-ci, la deusilé n’esl pas (ainslaule comme dans la parlie 
du corps imaginaire. Kii faisanl onsuile diniiuuer imlidini- 
luenl, siiivanl leurs (rois dimensions, chacune des jiai'lies 
ainsi forim'cs, un linil par avoir un corps cpii ne diffère 
plus du corps réel, el pour le(piel le rappurl de la masse au 
volume, dans cliaipie parlie, n’a pas cessé de représenler la 
densité, t'.ii sorte que si AV' (‘st un de ces volumes et A.M sa 
niasse, la limite du rapport de A.M à AV' représente la densité 
du corps réel an point considéré. La relation algi'brique ipii 
exprime celle dc'dinilion est doue ; 

(/M 
'' d\ 


ce ipii permet du déduire la masse, lursipi on connait la loi 
siiivaiil laipielle la densité varie aux divers points de réleii- 

diie du corps ; car on a M = / o d V^ 

t’ 

Une remarque, qui n’est pas sans un certain iuUM èl philo- 
sojihique, c'est que la relation qui existe entre la deusilé, la 
masse el le volume d’un corps (]iiclcuuque, hoiuogcue ou 
hétérogène, est identique à celle qui existe cuire la vitesse, 
l’espace parcouru et le temps, pour un mouvement quel- 
euiii|ue, unifoi'ine ou varié. Ainsi, le chapitre sclentilique 
qui traiterait des trois dernières (pianlilés, dans leurs rap- 
ports réciproques, serait lexliiellemenl applicable aux trois 
inciiiières : il sullirait d’y remplacer partout les mots de 
citvsKe, e»puce piircoitru el lempf par ceux de denailè, 
ma»xc et volume. Un voit, par exemple, que la masse d’un 
corps, à mesure qu’on en prend des volumes de plus en 
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plus {jiunils, aiigmciiie cüuinie l’espace parcouru au bout 
de durées de jiliis eu plus prolongées. La mèiiic relation 
exisie eiieoi e entre l'avecleniliou , la rarinlion de pi- 
texte et le tempx. iS'ous en retrouverons plus tard d'autres 
e.xeniples. 

19. — l-'nUés de volume et de niasKe. L'unité de vo- 
lume adoptée en mécanique est le décimètre eithe ou litre. 

J..'unité de masse est celle d'un corps qui, soumis à l'unité 
de l'orci! pendant runité de temps, ac(piiert une vitesse 
égaU' à l’unité <le loiigueui'. 

Pour déterminer la masse i|ui satisfait à cette condition, 
il faut évidemment recourir à l’observation pliysicpte ; car 
rien ne peut indiquer à priori la vitesse (jue prendra un 
corps déterminé soumis à une certaine force pendant nu 
certain temps. On doit donc faire une série d'expériences 
consistant à l'cclii-rclier (jnel est le corps qui, sollicité |»ar 
une force de direction constante, d'un kilogramme, pendant 
une seconde, pos.sède au bout de ce temps \ine vitesse d’un 
mètre. 

Parmi le nombre infini de méthodes, tlu'-ori(|ueinent pos- 
sibles, <pi’on avait à employer pour faire cette détermina- 
tion, on s’est arreté à la suivante : 

Une première séi ie d'observations, dans le détail des- 
quelles nous n'<'ntrei'ons pas icâ, a montré que la pesanteur 
est une force constante, c’est-à-dire : 1° que pour un même 
lieu du globe, l’ed'ort fictif équivalent à la cause inconnue 
i‘U vertu de laquelle un corps tend vers la terre, a la même 
valeur numérique à toute époque de l'année; 2" que le mou- 
vement de cliute verticale <|iie jirend un corps tombant libi'e- 
meiit vers le sol suit exactement la loi que nous reconnaî- 
trons plus taril appartenir aux muuvemeutS]iroduits par une 
force constante : ce qui permet d’envisager la pesanteui' 
comme équivalente à un efl'ort de même valeur pendant 
toute la durée de lu chute. 
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Lue deuxième série d’oltservalioiis a montré que des 
eorps quelconques, tombant siimdlaiiément sous la libre ac- 
tion de leurs poids respeelils, aeqiiièieiit, au bout des 
mêmes temps les mêmes vitesses. On en a conclu (d<‘ruier 
alinéa du n" Kî) que les niasses des corps sont proportion- 
nelles à leui s jioids. 

l'iie troisième siM ic d'observations a montré (pi'uu coriis 
quelconque, tombant librement, possède, au bout d'une se- 
conde, une vitesse, de 9'" 80)i8 i^mesurê'e à Paris). 

C.ela pos<‘, la détermination de l’unité de masse devient 
fort aisée. 

1” Pour soumettre un corps a une force constante égale à 
l'unité, il sullit de laisser tomber librement un coiqis quel- 
cun(]ue pesant 1 kilogramme; 2° puisque la vitesse que eo 
corps acquiert au bout d'uue sccondt! est de 9"' 8088, il en 
résulte que si l’on soumettait à la même force de 1 kilogr. 
une niasse 9,8088 fois plus considérable , cette masse 
acqueriait une vitesse 9,8088 plus faible ; cai’, ainsi que 
nous le démontrerons procliainement, les masses sont en 
raison inverse des vitesses ipie leur communique la même 
force au bout du même temps. Donc la masse égale à 9,8088 
fois celle qui pèse 1 kilogramme acquerrait une vitesse de 
1 mètre. 

D’après cela’, il reste entendu que l’unité de masse déli- 
nilivement adoptée est la inassi; d’un vorpn qui pète 
9 A//. 8088. On peut se la représente)' en disant, par 
exemple, que c’est la masse de 9,8088 décimètres cubes 
d’eau. 

20. — Exprestilon iiuniériqnc de la masse d'na corps 
quelconque. On a coutume de désigne)' par une seule 
lett)'e, la letU'c g, le uombi'e 9,8088 qui se rep)’oduit f)‘é- 
quemmeut dans les fo)'innles. On dit aussi que g leprésotte 
l'uelioii de la pesanteur ; cela signilie quo le iiombi'e g l'i;- 
p)'ésentc la vitesse que la pesa))teur fait acquérir aux corps 
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:iM Ixiiil (l’imr stTOinii', liii i'(! 1 )iV'm‘iiIh Ii^ |H»i(K de l’n- 
lie iiin.ssc i>v:tlii(' en kilugi'iiiiimi>s. 

La valeur (riine iii:iss(; (|uelcoiu|ue |ieiil être eN|iritn(‘e 
Irés-siiiipleineiit, en reinar(|uanl que, |mis(|u'uu coi ps reeoil 
sous l'acliou de son propre poids une vitesse (‘gale à <j, il 
ne reecvrail (prune vitesse d'un ini'lre, si, son poids restant 
le nl(■nle, sa niassr* était a fois plus j;rand(‘. It'où il suit tpie. 
Al ('•tant la niasse elVective (!(■ cc eorps, 1’ son poids eu ki- 
lo;;rainmes, et </ l'aelion de la pesanteur, on aura 

P 

M q ^ P, ou bien Al = - . 

il 

Telle est l’expression (pi'on donne coniinuiKinient à là 
niasse d'un eorps, et qui montre ipie la inesiire d'une masse 
(pieleompic s’obtient en divisant le poids par le nombre g. 

Ainsi, la eoinparaison des masses, d’abord ramenée (ir 10) 
à celle des fore.es constantes (jui leur font acquérir la même 
vitesse, est dériuitiv(‘uient rameinv à la comparaison des 
poids, ce tpii offre, dans beaucoup de cas, une grande 
simplicité prati(pie. 

Lorsipie nous considérons des corps tpii nous sont inac- 
cessibles, et ([lie nous ne pouvons peser, (unnme les astres 
et le globe terrestre lui-même, la comptiraison des poids 
devient sans objet. On ne peut pas recourir davantage à 
révabiation des elforts Ijctifs qui seraient capables de pro- 
duire leurs mouvements observt's. On n'arrive alors à la 
(b’termination des massi's (pie par des considérations indi- 
rectes, (pii seront pri'-senlées en leur lien (n° 531). l’onr le 
moment, le mieux est de restreindre la mesure de la masse 
atix corps (pii nous entourent immédiatement et (pi'il nous 
est loisible de peser. 

21. — Avant d'abandonner ce sujet , nous erovoiis devoir 
prémunir contre certaines idées fausses, analogues a celles 
ipii ont fait l’objet du n'’ lù. 
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L:i coiisicléral'iUM ilt‘ la prsaiitelii' n'(‘St iiull(‘iiU'iil iiulis- 
pensahlc à la nolion de la niasse et à son évaliialioii. A la 
vérilt" le pliéiioinène de la eliiile des cür()S graves a l'oiii-iii 
un moyen simple et expéditif de déterminer riinitt' de masse 
et de comparer tontes les masses entre elles. .Mais lors 
même que les corps ne pèseraient pas, c|u’on nous passe l’hy- 
pothèse, on concevrait des masses «'gales et inégales par le 
seul lait des vitesses égales on im'gales «pie leur imprime- 
raient les mêmes efforts, ün pourrait déterminer une unité de 
masse en observatit la vitesse qu’acquerrait un coi ps sollicité 
dans une certaine direction par un effort constant, assigné 
à l’avance. 

Ce serait une antre erreur de croire qu’il est évident, en 
dehors de toute expérience physique, que les musses,des 
corps sont proportionnelles à leurs poids, ou que la vitesse 
qtn? leur comnmui«ine la gravité au bout du mêtne temps 
doit être mu'essairenieiU la même pour tous. I.a muxse et 
le potdi sont, dans nu corps, deux manières de se com- 
porter fort distinctes, l/une se rattache à la considération 
de la force «pi’il faut lui a|ipli(pier pour le mouvoir, l’autre 
tient uui«|ucmeut au genre d’iunueiice «pie peut avoir sur lui 
le voisinage du globe, ün comprendrait tr«!S-bien qu’une 
espèce de matière très-facile à mouvoir fût très-puissamment 
attirée par notre terre ; et «pi’nn corps d’une autre espèi e 
pré'sentàt le phénomène inverse. Alors une grande masse 
l orrespondrail à un faible poids. S’il n’eu est pas ainsi en 
n'-aliié, c’est en vertu de causes qui nous sont in«îonnues, et 
dont rien ù priori ne pouvait faire prévoir l’existence. Il 
était donc absolument nécessaire qu’une expérience phy- 
sique directe vint nous la démontrer. 

Quant à la valeur particulière de 9"*8088 reconnue 
comme ou l’a dit plus haut, pour la vitesse d’ini coi ps «pii 
tombe librement dans le vide à Paris, c’est aussi nu fait 
d’observation dont personne, d’ailleurs, ne conteste le ca- 
I. i 
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l'aclèi’o. Mais il ne l'aiulrait pas cunclnre que si la pesanteur 
n'exislail pas, et cpie rexpériencc l'ùl faite iruiie antre ma- 
nière, on pourrait trouver une viless(î dilTérentc. Il est bien 
éviilenl au contraire que si l’on avait, i)ar exemple, sollicité 
le même corps sur uu plan Iiori/ontal et sans résistance 
d’aitcunc sort(!, avec un effort de même intensité-, on aurait 
retrouvé rigoureusement le mèiiK! nombre de 9"' SOHS. Car, 
pour uu même corps, cette vitesse? ne dépend epie de la valeur 
de relfort et nullement de la nature de la cause (pielconqiie 
qui peut y donner naissance. 

— A\ioniot« rulionncls iXotts allons énoncer uu 
cei'taiii nombre de ve'-rités évidetites par elles-mêmes, 
qui ne peuvenlpas être dt-monlrées par le raisonnement ou à 
l'aide d'expériences pliysi(pies directes. Elles sont du même 
ordre que les axiomes gi'-onndriipies, avec lesquels le lecteur 
est dc|)uis longtemps familiarisé. 


t" AXIOME. 

Deux forces direclemenl opposées , </ui s’entre-détruisent sur un 
même corps, sont numériquement égales. 

C’est en vertu de cet axiome (pie nous avons donné le nom 
de kilogramme aussi bien au poids d’un décimètre cube 
d’eau qu'à l’elTort nécessaire pour le maintenir soulevé ; et 
qu’en général la force tpii empêche un corps (juclconque de 


' l.a (lualiliralion île rotioimc/s.doiinée aux axiomes, smnliIcA première 
vue une Biiperfélation.téo.^t pourtant ileBBOin que nous en avons fait usaue 
ici , pour les (liirérentier ptu.s complètement encore de ce.s autres vérités 
non moins indéjiiontralilcs par le raisonnement , mai.s qui s'appuient sur 
l’otiservalion des faits matériels. 

Nous avions quelque motif d’employer un tel lansapc, après avoir vu des 
géomètres rceommandaliles ap|>eicr axiomes certaines lois de la nature, et 
notamment celle do riiidèpcnduiice de* moio cmcnlï. 
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tomber libreiiieiit vors le sol csl oxprinuM; p:ir le même 
nombre tle kilogrammes que le poids du corps lui-ni('me. 

L’égalité dont il est ({uestion dans cet axiome s'applicpie 
aussi bien à des forces qui agiraient le long d’une même tige 
rigide et invariable,, à une distance (|ticicou(pic rime de 
l’antre, qu’à des forces agissant directement au même point, 
et opposées, pour ainsi dire, bout à bout. 

Une conséquence immédiate (pii en découle, c’est qu’une 
force peut iHre supposée transportée en un point quelconque 
de sa direction : car avec ce nouveau point d’application, 
elle continuera à détrtiire une force opposée, agissant sur 
rancicn point. 

2« AXIOME. 

Deux forces qui agissent suivant la même direction, 
au même point ou sur des points invariablement unis de la direction 
commune , s'ajoutent numériquement. 

C’est pour cela que notts avons regardé une force qui 
soutient deux, trois diicimètres cubes d’eau comme numè- 
riqucmcnl double, triple de celle qui en soutient tiii seul ; 
oti comme provenant de la réunion de deux, trois forces 
identiipu^s à cette dernière. 

Il en résulte qu’autantde forces qu’on voudra, qui agissent 
suivant la nn'me direction, s’ajoutent numériquement; et 
que deux forces de sens contraires se retianclieut rime de 
l’autre, car la plus grande dos deux peut être cün(,tte comme 
provenant de la réunion d’une force numériquement égale 
à la plus petite et d'une autre force égale à leur dill'ércncc : 
or, la première est détruite par la plus petite des deux 
forces düiim-es : il ne reste donc que cette dill'éi'cnce pour 
agir sur le point. 

8 . 
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3' AXIOME. 

• l.'tflhrt c»t ètjal et contraire à la résistante. 

Cet axiome n'est que l’expression de notre manière de con- 
cevoir lu transmission d’une action quelconque.. -Ainsi, si 
une force agit sur un objet fixe, la fixité de cet objet détruit 
la force, de sorte que les choses se passent comme si l’objet 
développait une force égale et contraire à l'autre. De même 
si deux corps sont invariablement unis entre eux par une 
tige rigide et que le premier, en vertu de son mouvement ou 
des forces qui le sollicitent, exerce un elTort quelconque sur 
le second, cet effort sera employé à mouvoir ce second corps, 
et les choses se passeront comme si, le second coi'ps n’exis- 
tant pas, le premier était directement soumis à . un effort 
égal et contraire il celui que nous venons de considérei-, et 
agissant suivant la direction commune d<‘ la lige. 

33. — But de la mécanique. Le but de la mécanique 
est dé'sormais facile à indiquer; ce que nous ne pouvions 
faire dès l’origine, à cause du man(|uc de notions snflisantes 
sur les choses que l’on y considère. 

(’.e but peut être résumé- dans l’énoncé d’un seul problème 
géné-ral et de sou inverse, de la manière suivante : 

Etant doniuix de* eorp* de max*e* ennnue*, uinxt que les 
foreex qui les xollieitent , l'ijalement connue* à chaque 
instant quant à leur* grandeur* , leur* direction* et 
leur* point* d'application, dèlenniner le mourement 
que ce* corps doivent prendre, c'est-à-dire trouver 
quelle* seront, à tout moment, lu ritesse, la position dun* 
l'espaee et lu trajectoire de chacun de* points de ce* 
corps. 

Kl réciproquement : 

Connaissant, à tout instant, le mouvement de» points 


r: ■ 
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et hx magie» de» eorp», de'/ermiiier le» force» tint U» 
xoHicitcnt . 

Co (iüiibic pi’oltlènie, (|tii nVii forme (lu’im seul en réiiliii', 
doit, pour être iibsoliinient gi'iiêi'id, se rnppoi'ler noii-seulc- 
meiil il des corps mtitlie'ina/itiaemeiif »olide» oii de forme 
invariable, mais s’appliipier aussi à des corps d’iiiie eonsti- 
Intion tout à fait ipielcompie, tels' i|iie ceux (|u'oii iiomiiio 
liquide» et iiazeiir, et même à 'ccs corps intermédiaires' salis 
désignation physique précise, et qui sont dits plus on moins 
fleJrihle», élu»tique», ri»qucux, piileu.r, etc. 

Kn un mot, foui corp» mate'rici, de ()uelque manière 
ipi'il soit coiistitm-, doit être l'objet du ]iroblènie mécanique, 
envisagé dans sa pins grande généralité spéculative. Kouif 
n'avoiis pas à nous pn-occuper, à ce point de vue, des dilll- 
ciillés, souvent insurmontables, ipii pourront restreindre le’ 
développement clVectifde la science; Nous’ nous bornons à 
tracer le champ philosüphi(|iie de ses investigations. 

• Plus tard nous iiidiqiierons sur (piellcs considérations est 
basée la division de la mécanique en deux branches : 

L'tiiic ipi'oii appelle mécanique ralioimclle ; 

L’autre qu’oii nomme /rtec«/i/7Me«p;)/«(ÏMce. ' • 


V - 



e . ... 

V, . . • 4. e <» • • • . -♦ . 

4 » - • l' «.4 . 
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24. — Toiile scicucc se pi'opose de syslématiser une eer- 
laijic. classe de faits, c’est-à-dire de les raiiaclier à un petit 
nonibrc de principes d’uù l’on puisse les dédidre logiquement. 

Si la science est purement rationnelle, comme l’aritlimé- 
tique, l’algèbre, le calcul inlinitésimal, ces principes portent 
le nom d’aj-iowie#. Ils sont indémontrables, et leur vérité 
est établie par cela seul que notre raison l’allirme comme 
évidente. 

Si la science est nuiurelle, c’est-à-dire si elle concerne 
les pliénonièncs du monde extérieur, comme la mécanique, 
ces principes s’ap))ellent loin /oiulaiiiciita/eii de la nature. 
Leur vérité n’est point allii inée <1 priori par notre raison, et 
elle ne peut être établie (pie par des observations directes, 
multipliées, ipii montrent que la nature, dans ses manifesta- 
tions divers(!s, obéit ell'ectivemeutà ces lois. Toute tentative 
d'argumentaliou serait évidemment impuissante à prouver 
ces lois à priori, car nous ne saurions |iuiser dans notre 
propre esprit, et abstraction faite de la contemplation de 
l'univers, la connaissance des règles qui président à l’ac- 
complissenient des phénomènes pbysiipies. Ces lois une 
fois constauies, la coordination scientilicpie consiste à mon- 
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tror que les faits varies qui s’otrreul à nous n’en sonique tles 
cas particuliers, et qu’ils s’y rattacli(;nl par un enchaînenienl 
rationnel, dans lequel l’observation directe n’a plus dès lors 
à intcrvenii-. 

La mécanique se proposant d’étudiei- la manière dont les 
corps matériels se conqiortent sous l’action des forces qui 
les sollicitent, doit conséquemment se baser sur un certain 
nombre de lois naturelles, constatées à l’aide d’expériences, 
et (pii nous serviront à-expli((ucr matliématiqnement tous 
les phénomènes de mouvement possibles. 

Ces lois, que nous allons successivement présentcT, ne 
doivent pas être confondues avec h^s vérités (pie nous avons 
déjà énoncées sous le nom d'n.riimie» ratioiitie/n. Ceux-ci 
n’ont rien de commun avec l’observation, et ne sont cpie la 
conséquence de notre raison. 

Prrmièro lui , dite loi d'inertie , 

IIKCOCVERTE l'Ail KEl'LEH. 

25. J— Cette loi s’énonce ainsi : 

Lorsque les forces qui so/lici/eiit un corps cessent d'a- 
gir sur lui, le mouvement se continue suirunt une liijne 
droite, tangente à la trajectoire précédemment décrite, 
et arec une vitesse constante, égale à ce! le que possédait 
le corps au moment où les forces ont disparu. 

Il s’agit, bien entendu, du mouvimient (/(//(cené du corps 
et non du mouvement individuel de chacun de ses points. 
On prend le mouveinenl en bloc, comme si le coi'ps était 
réduit à un point unique. 

Cette loi a été (ainslauû' dans lescoi-psdontle mouvement 
était dû, soit à notre action personnelle, soit à des causc's 
naturelles que nous pouvions susciter ou faire disparaître à 
notre gré. Si, par exemple, nous faisons rouler une bille sui' 
une glace horizontale parfaitement polie, nous r(>connaissons 
qu’apres que nous avons cessé notre ellorl, le mouvement se 
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conliniic de seiisilvlciiieiil d’après la loi énoncée, 

■le dis xrnxihh-ment , parce (ju'il y a loiijoiirs des résistances, 
indépendantes de r.oire volontt', telles (pie le niaii(|iie de 
poli des surfaces, la pression de l'air, etc., ipii altèrent eu 
partie la inanifestation de la loi et produisent une déviation 
ou uni' diininnliun dans la vitesse coniniuniipiée.- .Mais il 
suffit qu’à mesure ipie les précautions augmentent, la loi 
tende de plus en plus à sc vérifier exaiUenienl, pour ipie 
nous ayons le droit de penser que celle vérification serait 
éoniplète en effet, si nous pouvions soustraire absolument 
le corps à toutes ces perturbations extérieuies. Des e.xpe- 
riences analogues peuvent être faites en laissant rouler la 
bille, sous riufluence de sou propre poids, sur une surface 
inclinée dont l’extrémité inférieure se continue suivant un 
plan tangent liori/.onial. Ou voit qu'à |)artir du moment où 
la bille arrive sur le plan, e’esl-à-dire à partir du moment ou 
l'uetion de la pesanteur est détruite, la vitesse tend à se con- 
server conformément à la loi d’inertii'. Mille faits journaliers 
pourraient (‘tre citi's au nu'me point de viur. .Ainsi, le boulet 
(jiii s’i'cbappe du canon ou la pierre qui quitte la fi oiide, en 
vertu d’une impulsion initiale, eonserveraient indéfiniment 
leur vitesse sans l'action de la pesanteur et la nisislance de 
l’air. Du reste, si la loi siipposva; était inexacte, les consé- 
quences qu’on en déduit mathématiquement seraient enla- 
,ch(‘es de la iiK'me erreur et offriraient des désaccords avec 
des faits directement observés, ür, c’est ce (|ui n'a jamais 
lieu. On peut donc conclure que le principe est vrai pour 
Ions les phénomènes où il nous est doum' de constater avec 
certitude la disparition de la force. 

En ce qui concerne les corps soustraits par leur éloigne- 
ment à une r(‘counaissance aussi immédiate, nous ne pou- 
vons (A'ideminent allirmer, (|uand nous les voyons se mou- 
voir d'une manière uniforme, qu’aMei/ueetfjMedemouvcment 
ne s’exerce sur eux. Mais remarquons que cela n’importe 
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pns il r«îliKl<! tl<> la iiiêi';>ni(iiio, U'lio qu’elle est consliluw. 
Car si l’on se rappelle ce iiui a été dit c\presséineiil pour la 
ddliiiilion de la (orce, ou voit que ce ipic la mécanique se 
propose de redierelier, ce n’esi pas la intime d’un 

mouvement, mais la valeur numérique d'uu effort fictif, ana- 
logue à nos efforts personnels, qui pourrait produire ce 
mouvement. Ooiic, quand un mouvement se manifeste a 
nous comme uniforme, la cause de cette iinilormile, s il > 
en a une, est pour nous connne si elle n était pas. Cette 
cause n'est pas une force mécanique, puisque loiitcffoit, 
comparahle aux nôtres, ipi’on supposerait s’exercer sur le 
corps, impliquerait, d’ajirès les expériences faites dans le 
domaine de notre action, que ce mouvement n’est point 
uniforme, ainsi qu’on l’a siqiposé. C’est pour avoir négligé 
ce point de vue de la véiitable signification de la force en 
7 neeanique(\ue quelques personnes ont pu avoir des doutes 
sur la légitimité de l’application de la loi d inertie, etendiie 
de nos faits directs aux faits qui nous sont iiiaccessildes. 
Ce. n’est là ([u’une confusion entre le sens du mot force eu 
mécanique et le sens qu’on donne quelquelois a ce nieiiie 
mot pour désigner les causes effeiUives des phénomènes na- 
turels. Kn résumé, runiformité du mouvement, quelque part 
((u’il SC manifeste, est pour nous le symbole de 1 absence, 
d’un effort analogue aux nôtres. 

26. — Plnsieurs auteurs ont mé’connu le caractère de la loi 
d'inertie, en siqiposant qu’elle pouvait etre établie a>ec le 
seul secours du raisonnement, comme s’il notait pas évi- 
dent, ainsi ipie nous l’avons déjà dit (n“ 2à), que « nous ne 
If saurions puiser dans notre, propre esprit, l't abstraction 
« faite de la contemplation deruuivers, la connaissance des 
règles qui président à l'accomplissement des phénomènes 
« physiques. » Il n'est pas sans utilité, pour les personnes 
imbues d’avance de cette faussa conception, de. reproduire 
ici’ les réflexions présentées par M. ,\uguste. (.ointe, dans 
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son Courx de philosophie positive: « Au lieu de se bor- 
« neiN dit ce( auleur, à regardci' la loi d'iueiTio eominc un 
« fait observe, ou a préleiidu la déinoiilier abslraileiiient, 
« par une application du principe de la raison sullisante, 
«^qui n’a pas la,uioiudre solidité, tu ell'ot, pour expliipier, 
«_par exemple, la nécessité du muuveineiit rectiligne, on 
«edit que le corps devait suivre la ligne droite , parce qu'il 
« n’y a pas de raison pouripi’il s’écarte d’un c6té plutôt que 
« d’uii autre de sa direction primitive. Il est aisé de coiista- 
« 1er l’invalidité radicale et même riiisiguiliancc complète 
«- d’une telle argumentation. D’abord, commetit pourrious- 
« nous être assurés (ju'il /l’y a pus de ruison pour que le 
« corps se dévie'.’ Que pouvons-nous savoir à cet (igard au- 
« trement que par l’expérience ’’ Les considérations « priori, 
« fondées sur la tiafitre des choses, ne nous sont-elles pas 
« complètement et nécessairement interdites en philosophie 
« positive'/ D’ailleurs, un tel principe, même quand un l’ad- 
« mettrait, ne comporte par lui-même qu’une application 
« vague et arbitraire. Car à l’origine du mouvement uni- 
« forme, c’est-à-dire à l’instant même oit l’argument devrait 
« être employé, il est clair que la trajectoire "du corps u’a 
« point encore de caractère géométri(pie déterminé, et que 
« c’est .seulement après que le corps a parcouru un certain 
« espace (lu’on peut constater quelle ligue il décrit. Il est 
«.évident, par la gc-ométrie, (pie le mouvemeut uniforme 
« initial, au lieu d’être, regardé comme rectiligne, pourrait 
« être indilTéremment supjiosi'" circulaire, parabolique, ou 
« suivant toute autre ligue tangente à la trajectoire cffec- 
« tive, en sorte cpie la même argumentation, répétée pour 
« chacune de ces ligues , ce (pii serait tout aussi légi- 
« lime , conduirait à une coiicliision absolument indii- 
« terminée, l’oiir peu qu’oii rélléchisse sur un tel raisoii- 
« iiement, ou ne tardera pas à reconnaitre que, comme 
« toutes les prétendues explications métaphysiques, il se 
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« rétluil récllemoiil à rcpi'lcren itM-incs abstraits le, fait lui- 
« iiiriiie, et à (lire (jiut les corps ont une tendance natnrellc 
(< à se mouvoir en ligne droite, ce qui (itait préciséitient la 
« proposition à établir. » 

27. — Dans plusieurs traités de nié-caniqiie, on s’appuie sur 
la loi d’inertie pour délinir la vites.se du mouvement varié. 

On dit (|ue cette vitesse, à nn moment quelconque, est celle 
du mouvement uniforme qui succéderait an inonvement va- 
rié, si tout à coup les Ibn.'cs cessaient leur action. 

(’ette délinition a le tort de faire dépendre une conception 
purement logique d’un fait expérimental. Nous imaginons 
très-bien que la loi d’inei'tie pourrait être autre qu’elle n’est 
réellement, et (pie le inonvement qui succède an mouvement 
varié, api'(‘s la disparition des forces, pourrait n’ètre pas 
uniforme, mais se ralentir au (jontraire graduellement, ou, ‘ 
(pi’étanl uniforme , sa vitesse eût subi tout d’abord une 
brusque diminution, au moment même oit les forces ont 
cessé. Ces liypotlu'îses auraient pour résultat de donner à la 
vitesse, délinie comme il vient d’étre dit, une valeur dilTé- 
dx " 

rente de Or, eu quoi ces modilicalions de la loi d’inertie ' 

touchent-elles à la conception de la vitesse elle-même? Ne 
continuons-nonspas à mesurer la vitesse parla limite du rap- 
port de l’espace parcouru au temps, lorsque, dans le monviv 
ment varié, on prend ces quantités de plus en plus petites ? 

Si la vitesse, telle (pi’elle a été définie au n“ 4, se trouve 
effectivement égale à (telle du mouvement uniforme qui suc- 
cèd(! au mouvement varié, on ne doit y voir qu’une coïnci- 
dence heureuse avec les faits, mais nullement confondre la 
conception avec ce,s faits eux-mêmes. 

28. — Le mot d’inertie re(;oit souvent un antre sens que 
celui qui se rapporte ù la loi d'inertie. Nous allons l’indi- 
quer, quoique nous ne devions jamais le lui donner dans la 
suite de cet ouvrage, mais uniquement pour mettre en garde 
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roiilTO iiiif lüciiliun l'•l^allg(!^e:l la ni('(;aniqiic. Ou (lit« i|m;la 
iiialiôrc c.st iiirrlc, on (in’i'laiit pTiinilivciiioiil au ropos, ollo 
un s<‘ iiicl pas eu niouvcnienl tant qu'iiiu* i-aiist* ii'agil pas 
sur elle. » Si par cause on oiitoiul imu eausc ijuefcomjae, 
ilans l’arrcpliou la plus gouérale du luol. cela est (•videiil, 
cl rapliorisiiie ci-de.ssus ne siguilii* plus rien ; car tout iiiou- 
\emeul C|ui se produit est inconteslableiueui dù à une cause. 
Si, au contraire, on entend une cause eJ-feri< arc i\\\ cor|is, 
— ce i|ui est, je crois, la pensée véritable fpi’oii a alors dans 
l'esprit, — nous répondons (pi'on n’eu sait absolument rien, 
(ît que la <|uestion est oiseuse au point de vin; scientilique. 
Kii ell'et, voici un corps tpii, abandonné à liii-mèinc, tombe 
vei'S la terre. Est-ce. à diri‘ que la cause de cette cbute est» 
cMérieure au corps, et que la terre agit sur lui à la maniéi-e. 
d’un elTort direct , comini; si nous-mêmes le mettions eu 
mouvement en le poussant dans un certain sens? .\’est-il pas 
tout :utssi légitime de concevoir ipie la {■ause est en dedans 
du corps, et que ce corps, iilacii eu présence de la terre, se- 
meut spontaui'uicul vers elle? l’our(|uoi ii’eii serait-il pas 
ainsi, puisque, rien dans le phénomène n'impliipie uccessai- 
renieut run des deux points de vue de picrérence à l'auHe, 
et que tout semble, au contraire, indiquer que la cause du . 
mouvement est à la fois dans la terre et dans le corps? Di- 
sons tout de suite ([ue le mot d'inertie, comme synoujme 
d’incapacité de la matière à se inonruir spontanément, 
n’a réellement aucun sens. La seule chose intéressante i\ 
constater pour le géomètre, c’est qu’un corps, dans certaines 
eirconstaiices telles, par exemple, que le voisinage d’autres 
corps, se met en mouvement comme si un elTort comparable 
aux nêtres lui était appliqué; et pour s’opposer à ce mou- 
vement, il faudrait appliquer elTcclivemeiit au corps cet cfl'orl 
en sens contraire. „ " , U 
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90.' — CflU* lui 'consiste en ce (jne : 

'Toutes lex^foix qil’iiii l'ait de moarement' sa produit 
dantt la nature, il y a quelque part un autre fuit, inrerxe 
du précèdent qui ne produit ou tend 'à ne produire en 
métne tempn. 

-Aons- voulons diie ii:ir là ([ne, loi'S(|n'nn corps prend un 
inonveinent par une cause' (pielironque, 'il y a luiijours un 
autre corps (|ui prend ou tend à prendre un inuiiveinent tel 
que l’effort lictif, capable de le produire, est- égal cl directe- 
ment opposé à l’efforl liclif capable de produire le premier 

On- remarquera cpie. nous avons dit de ce second inoiive- 
ment , qu'il se produit ou tend à se produire, ("est qu’en 
effet, des r('•sistanccs■ de diverses natures, coinnu! des frotte- 
ments, des obstacles fixes, etc., peuvent reinpêcher. Alais la 
loi n’en est jias moins vi'riliée, et rexistence de l’effort con- 
traire manifestt'-e, en ce sens que, si l'on vient à supprimer 
ces r^'•sislances , le mouvement s’effectue aussitôt dans les 
conditions que nous avons indiquées. Si les deux mouve- 
ments étaient empêchés à la fois , les deux efforts opposés 
nous .seraient dissimulés jusqu’à ce tpie , les obstacles étant 
(•carté's des deux côté;s, l’on vit alors les mouvements se dé: 
terminer. 

Une foule de faits peuvent être cités comme dé-monstra- 
lionM'xpérimenlale de celte loi. Ainsi, (|unnil un boulet 
s’iHïhappe du canon, le canon tend à reculer en sens inverse 
du mouvement du boulet. Si le recul du canon est conveiia'-' 
bleineiit facilité, on constate ipie l’efforl lictif capable dc réa- 
liser ce inouvemenl en arrière est numériquement égal et 
opposé à l’effoi t fictif capable île réaliser le mouvement en 
avant du projectile. 

(^tiiaiid on pratique iin orifice au bas de la paroi lalérale 
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d’iiii vilse l'cmpli dV:iu, le liquide sVc'hai)pi‘ liori/.ontalpineiil. 
Si le vase est plaeé sui’ iiu siippoi l mobile, ou le voit mar- 
clier eu sous inverse de la gerbe, el de telle la<;ou que les 
efloiTs eorrespoudaiits au mouveineiil du liquide et au luûu- 
vciueul du vase sont encore égaux et opposés. _ ^ 

,« Quand un aimant el un morceau de Ier doux sont en pré- 
sence, on les voit s’avancer à la rencontre run de l'antre, 
de telle sorU; encore que les eflbiTs correspondants sont 
égaux et contraires ; et si on vient à les unir par une verge 
rigide, ils demeurent tous deux immobiles, en entre-délrni- 
sant conséquemment leurs tendances respectives. 

■' Ces expériences multipliées et constamment concor- 
jdantesont permis de considérer la loi comme absolument 
générale. L’extension qu’on en a faite aux pliénoméues qui 
ne nous sont point directement accessibles, comme les phé- 
nomènes astronomiques, a conduit à des résultats bien re- 
marquables. On à reconnu que tous les mouvements des 
astres pourraient être produits par des forces nnniérique- 
meiit égales et contraires deux à deux, dirigées suivant 
chacune des lignes qui joignent deux de ces astres entre 
eux. 

Dans les phénomènes de l’ordre dit moléculaire, le s(!ul 
fait du repos des corps prouve imimidiaiement l’exactitude 
delà loi. Lu effet, des considérations jihysiques, étrangères 
d’ailleurs à la science qui nous occupe, ont amené à regar- 
der tous les corps de la nature comme formés chacun de 
plusieurs pai ties matérielles pleines, situées à une certaine 
distance les unes des autres, cl jamais au contact absolu. 
Ces es|>acements sont ce fju’on nomme les pores ou vides 
des corps. Si celte manière de voir est eirectivement exacte, 
il faut bien, pour ({ue les parties pleines restent agglomé- 
rées et (|ue le corps ne tombe pas en quelque sorte eu pous- 
sière, (pie chaque partie soit portée vers les autri.’s en vertu 
d’une cause analogue à un effort, dont l’énergie serait pré- 
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cisuim'iil Cflle de la lürc;ü (|n'il l'aiidiait uiiiploycr pour l’en 
délaclier. Cela posi-, je dis que loin elVoiT de ce. "eiire s’excr- 
^'.'inl ainsi iiatiirelleinenl doit avoir dans le reste du corps 
son écpiivalenl de sens oppose. Car si nous concevons dans 
riniérieur une surl'ace plane de séparation quelconque, la 
partie à {çauclie est portée vers la partie à droite, puisqu’elle 
nu la touche pas el <|UC néanmoins elle est retenue dans son 
voisinage.. Si, réciproquement, la partie à droite n’était pas 
poi'tée vers la partie à gauche pai' un effort égal el con- 
Iraire, l’ensemble du corps se mettrait en mouvement dans 
le sens du plus grand dtïs deux effoi t.s. Or, l’on reconnaît 
que ce coi ps, étant rendu parfaitement libre de tout obs- 
tacle, ne se meut dans aucune direction. Il faut bien ad- 
mettre que les efforts numéri<pies, équivalents aux causes 
de rupiirochements, sont égaux et opposés deux à deux, 
quelle que soit la région du corps que l’on considère, puis- 
(lue la surface de séparation est supposée prise partout où 
l’on voudra. Si riiypothèse admise plus haut n’était pas 
exacte et que les parties pleines dn corps fussent au contact 
absolu, notre raisonnement n’en aurait pas moins lieu. 

Nous résumons ce qui précède en disant que toutes les 
forces équivalentes aux emme» de la nature sont suscep- 
tibles d’être groupées par deux, toujoui-s égales, contraiivs, 
et dirigées suivant la même ligne droite. 

30.— La tendance qu’a notre esprit à transporter aux laits 
dont nous uc sommes (pie spectateurs les idées et les locu- 
tions des faits dont nous sommes les acteurs, s’est maiiifes- 
té-e au sujet de la loi que nous venons d’exposer. 

Ayant constate que, toutes les fuis (|ii’uu corps s<^ meut 
poui- s’éloigner ou se rapprocher d’un autre corps, cclui-<â, 
de son côté , s’éloigne ou s-e rapproche dn premiei- d'une 
manière correspondante, nous avons pu énoncer, sans pré- 
juger des causes véritables du phénomène, que les choses se 
passent comme si chacun des corps était sollicité à s’appro- 
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fher ou ù s’f'-loiyiUT de l'imire luir mu! aelioii aliraelive ou 
fépiilsive éinaiiée de ce dernier; en sorte; qu’on étail en 
ilroit de dire (ju'il y avait entre les den\ corps eo/n o/e /o/e 
Mctiuii cl une re'ticliuii èjialex et eoiilriiirrx. On ni- s’eli est 
point tenu ;i la réserve île celle locution, coinmandé-e |)ar 
une ri;îonrense pliilosopine. On a coniraclé peu ;i |>en l’Iia- 
Ifitude de supprimer le eouiuie, et on a lini par dire : Vuetion 
exl liijijuufx èfjale et eotilrairc à la rr'aclioii. Les mots 
ont, à la loii|;ne, donné le cliaii;'e sur les idi'cs, ainsi que 
,cela arrive inraillihlemenl, et lieancoup de [/ersonnes en 
sont venues à voir dans cetle loi autre cliose que ce (|ui y 
est r(•ellemellt, et, par suite, :i lui chercher une fausse hase, 

. dans un ordre de considérations mé-laphysiqnes. D’autres, 
au coulraire, l’ont critiipiée, parce (|ue, disait-on, elle douai 
,a m a tiére d’une sorte d’activiti' intelligenle, ipii lui faisai*' 
Idiscerner la dose d'altraclion ei de répulsion doni elle l■lait 
l'ohjei, pour eu restituer toujours une (|uantité égale. Mais 
ipiaiit a nous, qui ne voyons dans celte lui ipu; la simple 
énonciation des faits généralisi-e, sans aueim commentaire, 
nous n'avons pas à nous pri’occnper de ces preuves ou de 
ces crili(|ues rnelaiihjsiques. 

;?1.— Lette loi m; doit jtas être confondue avec notre troi- 
sième axiome (u" 22), consistant eu ce (|ue l’el/orl exl e'fjal 
t! coulraire à la rexislaiicc. 

Cet axiome, qui n’est, avons-nous dit, que la couséqnenee 
uécessaii’e de notre proiire raison, ex|)rime, sons d’antres 
termes, la manière même dont nous concevons la transmis- 
sion d’un cfloi’i queleompie. Il s’ai>pliqu(; des corps ma- 
thématiques, qui n'out rien de ré'el, imagini'S commi* /•/f//f/e/f 
individuellement, au eoulacl ahxo/u les uns des autres, et 
n'étant sujets à aucun de ces |)hénomenes ipie nous avons 
appeli's moléculaires. Dans ces conditions, nous ne sauiâniis, 
je le répète, concevoir la transmission de l’elforl autrement 
que ue l’expriment les termes di' raxiomi' précité'. .Mais une 
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lellp vprilij, ne l’oublions pas, est renfermée dans le doinaiiK! 
de l'abslrail, et ne peut avoir aiicnne poi tée sur les faits 
ré<ds du inonde extérieni'. Kxaminons, en effet, ee ipie de- 
vient la Irantminsion d’un <‘H‘ort, cpiand il s’agit des corps 
de la nature, soit, par exemple, une lige matérielle cpie nous 
pressons perpendicnlairemenl contre la surface plane d'un 
corps également matériel. léexpi'Hence a |ironvé «pie les 
corps, dans un snITisant état de rapprochement, inanifestent 
des phénomènes analogues à ceux rpii seraient dns à des 
efforts s’exerçant individuellement sur eux. D’après cela, 
l’extrémité de la tige voisine du plan, on même amenée en 
contact avec Ini, — en supposant que le contact puisse avoir 
lien, — va devenir, ainsi cpie le plan, le siège d’nn phéno- 
mène tie ce genre ; c’est-à-dire que la tige sera l•ppoussée du 
plan comme par un effort égal i-i contraire à la pi'ession que 
nous voulons transmettre, tandis que le plan subira un autre 
efl'ort qui doit représenter cette pression. Si la loi de l’égalité 
entre l'action et la réaction n’existe pas, l’effort subi par le 
plan ne sera pas égal et opposé à l’effort subi par l’extriMuilé 
de la tige, et, par suite, ne seia pas égal à l’elTort que nous 
développons nous-mêmes. En d'autres termes, il n’y a véri- 
tablement lranxmis*ion qu’autanl cpie les deux i^orps en 
présence satisfont à la loi naturelle de réaction, ('.en 'est donc 
que parce que l’expéritmee a d(';montré l’exactitude de cette 
loi, que l’égalité entre l’effort et la résistance existe effective- 
ment dans la nature. Ainsi raxiome établit un fuit purement 
logique, la loi énonce un fait réel. 

C’est, je pense, la confusion qu’on a introduite entre les 
deux points de vue qui a revêtu la loi naturelle, aux yeux 
de quelques personnes, d’un cei tain caractère de n('H:essité, 
particulièrementencequieoncerne la liansinission d’un effoi t 
quelcoïKjue. Ces personnes appliqitent au phénomène (|ui a 
lieu entre corps effectifs le raisonnement qui convient seu- 
lement au phénomène abstrait conçu entre corps nmthema- 

I. < 
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/iqiifx. I>i; là, elles généi aliseiit, ei eonsidcreril comme one 
vèrili' d’unlre ralioiuiel (lue, dans la nature, raclioii est lou- 
joni's égale et eonlraii'c à la réaclion. Tandis (jiTil est bien 
tisible ([u'on peut concevoir, à priori, (pie cette parl'aitc 
réciprocité n'ait pas lien. En elTel, de ce que la terre, par 
exemple, est, potii’ employer le langage ordinaire, nttirée 
|tar le soleil, ou ne voit pas du tout pourquoi celui-ci serait 
à son tour attiré par la terre. On imagine tres-bien, au con- 
traire, ipi’il pourrait rester absolument immobile, en exer- 
i;aiil son atti'aclion sur notre planète. La r(’■eiprocit(‘ d'action 
ou, pour parler [dus exactement, la réciprocité des deux 
efforts apparents, ne peut évidemment se conclure que de 
Tobservaliou. 

32. — Jteniariiuc. Aotis venons de reconnaître ([U(t c'est 
uniquement en vertu de lu loi de réaction qu’un corps 
inatéiiel ([uclconque peut transmettre intégralement l’effort 
qui lui est appTnpié, et (|ue sans cette loi Tinlégrité de la 
transmission n'aurait pas lieu. iVoiis ajouterons que celte 
transmission, par corps matériels elTeclifs, est toujours ac- 
compagne»; d'une circonstance remarquable ; /’inrariubi- 
filv de leur forme; en d'autres termes, l'effort quelconque 
eut- Iranumin e.rnefemeiit loiilex le» foin que le* rorp* à 
truver* lenquvh ht lran*uii**ion n’effectue ont une forme 
inrariulde , et H n’ent trannmi* que dun* ce* condition*. 
Considérons, |>ar exemple, une tige matérielle, tixée par un 
bout et tirc'-e [lar l’autre dans le sens de sa longmmr. Je dis 
que si TelToi t est transmis exactement ait point fixe, c’est 
(jne la lige est absolument l'igide comme une tige niutbéina- 
tique. Car deux parties pleines (pielconques, entrant dans la 
constitution de celle lige, et à la suite Tune de Taulre, s’é- 
carteraient ou se ra|iproclieraienl si TelVorl que la première 
subit [lar suite de. 1a traction n'était pas exactement égal et 
contraire a celui ([ii'elle reçoit pai' suite de son voisinage 
do Taulre [larlie. Donc, puisque Teffoi l de iracliou se irans- 
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met iiiiégraleiiiem, ei «nie cuiiséqueiiimciil les deux loi-ees • 
en question sont égaies cl.conlraiiTS, la |ireiuière partie 
pleine ne se rapproche ni ne.. s’éloigne de la seconde. Il eu 
résulte que l’ensemble de la tige, et, en général, de tout 
corps choisi pour intermédiaire de refforl, l•(^userve une 
tonne absolument invariable. 

Au moiuonl niéine où une l'oree *|ueicunipie vient agir 
sur un point d’un corps, la partie matérielle ipii se trouve 
ininiédiateinent sollicitée s’écarte ou se rapproche des 
parties voisines, si elle ne re<;oit pas de l'innneiice de leur 
voisinage un effort égal et directement oppost- à la force 
considérée. Si ceiefl'ort, (|ne]’appellerai moh'culaire, ne peut 
jamais être égal à la forcir appli(|uée, ([uelles (pie soient les 
variations de distance des parties , il arrivera nécessaire- 
ment que celle qui est directement sollicitée se mettra au 
‘contact des antres, si elle est poussée vers elle, ou, au con- 
traire, s’en éloignera indéftninient, et, par suite, se séparera 
du cut'|>s, si elle est liiée en dehors. Dans ce dernier cas, 
on voit qu’il n’y aura jamais transmission de la force. Dans 
le premier cas, il y aura ti'ausmission lors(|ue les parties, 
snceessi veinent poussées les unes contre les autres, seront 
toutes venues au contact, et, par conséquent, auront acijuis 
iine forme d'ensemble iiivariabh*. Si, au contraire, reffort 
moléculaire, par suite des varialions de distance, devient 
égal à 1a force applirptée, ii ce moment la transmission s’ef- 
fertucra, comme on l’a vn dans le paragraphe précédeui, 
et l’ensemble du corps gardera dés lors nue forme inva- 
riable. • 

Il résulte de toutes ces considérations que les corps effeo 
tifs quelconques j choisis pour intermédiaires de forces à 
transmettre : 

1° Commencent par ne pas transmettre iiiuigralement, et 
suhlsseiit alors des déformations ; 

• 2’ Finissent, à moins de séparaticm du corps, par trans- 

i. 
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nicltiT iiil<'-j;i';il(‘iiuTil,cl gaideiil :ilors une runne invariable, 
Cüiiime (leseurjis jnatlu''niati(|iies. ^ 

])'on iT'snlie, eulin, — el c’esi à (inoi surtüiit nous voulions 
en vr-iiir, — (|iieles liens, tiges »m autres corps inathénia- 
liqnes qneleoiu|ues, dont nous pouvons l'aire usage, ainsi 
qu'on l'a d<''j:i l'ait à l'occasion des axiomes ralionncis du 
II" 20 , peuvent être cou(;ns coinnie l'('■alisés au moyen 
de corps elTeclil's avant atteint une forme invariable sous 
l'influence îles forces ipi’on suppose mises en jeu. Ainsi, les 
vi'-rili-s applicables aux corps malln'‘inatii|ues , considi’riis 
comme aptes à transmelire iuti’-gralement toutes sortes 
d'ell'orts, sont également applicables, — en vertu de la loi 
de ri'-actiou, — aux corps matériels devenus invariables de, 
formes. 

Ou verra plus tard toute l'utilité et la porti'-e de culte re- 
marque. 


' TrolNiême loi, dili* l.<ot d'indépcndnnrc deN 
niouvement»i , 

ni.ian vcRTr. i'vk gai.ilkc. 

,13. — Celle loi s’énonce ainsi : 

Le moiircinciit commun à dirent corps n’iuflue pas 
sur leurs mouvements particuliers. 

On entend par là que si divers corps M, jV, Q se meu- 
vent suivant des droites parallèles M .V, A B,QC..., de telle 

faeon qu’au bout d’un ccr- 

' tain temps, les longueurs 

liarcoiirues M M', K M', 

(J Q'..., soient égales entre 
B elles, un mouvement quel- 
conque, pài liculierau corps 
C M, par exemple, qui lui eût 
fait dé'crire, si tous les corps 
eussent été primiüveineul au repos , la trajectoire iU«» , 


M 




I ig. 2. 
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l'amèiicrn peiidiiiil If inonvcnifiit coniimiii, ù une positiuii 
m’, telle que la trajectoire M'wt' qiiisera décrite panapport 
aux autres corps N'Q'..., sera cxacteiiK iit égale et parallèle 
à la trajectoire .Mmi. 

ÎVoiis l'aiboiis tous les jours, et en cpielque sorle à notre 
insu, des vérifications expiTiinentales de cette loi. ;\insi, par 
exemple, dans le inonvenieni d’nn vaisseau, un observateur 
placé sur ce vaisseau et participant à son inonvenient com- 
iinni, recüiinait (|iie tous les inonvenienls l'claiil's s’y elTec- 
tiient comme si le vaisseau et Ini-itiéine ('•laient exactement 
iininniiiles. Les seules perturbations qui s’y nianirestent sont 
dues au roulis et an tangage qui, n'étant pas identiques en 
tons les points du vaisseau, ne les affectent pas d’nn inotive- 
inent coinmun,el, par suite, altèrent les inonveinents relaiifs 
qui SC produisent en inéinc temps. Mais lorsque le vaisseau 
marche avec un calme parfait, la loi se confirme pleinement, 
ün constate que, les efforts pour marcher sur le pont dans un 
sens qnclconipie ou pour mouvoir des objets, sont idenli<ines 
à ceux qu’on développe sur la terre fernie. De même, dans 
un convoi de chemin de fer, les voyageurs, par suite de 
l’identile des inonvemeitls relatifs qui s’accom])lissent dans 
l’intérieur d’une voiture, n’ont ancnn senliinent de la vitesse 
du convoi; tellement tpn^ lorsque, étant arrêtés etix-inèines, 
ils voient un train se mettre en marche à coté d’enx, ils se 
font souvent illusion sur leur propn; «dat et intervertissent 
les rôles entre les ihmx trains. De même, ils se croient en- 
core en repos, qu’ils sont di'-jà en mouvement. Le sentiment 
tpi’on |)eiit avoir alors de la viiesst; n’est jamais emprunté 
aux mouvements relatifs tpii, sons ce rapport, n’appren- 
draieiil l'ieii; mais on le tirt;, soit de la vite des objets de lu 
route, qu’on sait être imniobiles, soit de l’impression qu’on 
reçoit des secousses dit véhienh;, qu’on sait accompagner 
toujours le mouvement de translation et qui sont dues à des 
circonstances accidenlelles. L’exemple le jtlns inipor'tânt 
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qn'oi» piiisso cilcr (■ncitiv rsi h* niuiiv(‘iiu‘iil du glolto lt*r- 
i'(‘slr(! qui nu trouble uullenieni lus plu'-uoiueiies 

iuér:iui(|iies qui s’op(>renl sous nos. yeux à sa surluee. Aussi 
nViissions-nous jamais pu, par la seule observation <le notre 
planète, constater son déplacement dans r(‘space. Il a lallu 
rapporter ses positions à d’autt es astres tpii tie itarticipaieiil 
jias à soti inotivemcnt. Disons enlin, pour clore celle énit- 
lucralion dtr preuves expérimentales, que les pln'-nomènes 
physiques on cliimitpies nous en olVrenl de nouveaux et in- 
nombrables eximiples. Nous reconnaissons, en ellet, ipie les 
mouvements <’-leclrii|ues ou magnétiques, la pro]iagalioii de 
la chaleur entre corps à distance, les réactions cliimitpies 
de tous genres entre corps se décomposanl’ou st“ recompo- 
sant, ne sont jamais allért'S, quels que soient les déplace- 
ments tpi’oii imprime au sii])poi't cominnn sur lequel ou pro- 
cède à rt'xpérience. On peut ajouter d'ailleurs, pour i;elle loi 
roinlamentale comme pour les autres, tpie les conséquences 
variées ipi'oii en déduit mathématiquement concordent tou- 
jours avec les laits de la manière la plus rigoiirtuise, ttetpii, 
bien éviileiinncnt, n’niirait pas lieu si la loi était entachée 
elle-métne de qnelqite iiiexactitttde. 

34. — « Ce serait vainement, 'dit AI. Attgnste r.umli‘dans 
If l'ouvrage déjà citi', (pi’on tenterait d'établir par aiicitne 
« idée à priori celte grande loi fondamentale, ipii n'en est 
« pas plus susceptible qite les dettx prtwdeiites. On poiir- 
« rail tout au plus concevoir que si les corps du système 
« sont entre eux à l’état de repos, ce dt'placement commun, 
X tpii ne change évidemment ni leurs distances, ni leurs si- 
« tuations respectives, ne saurait altérer cette immobilité 
« relative ; encore même, l’ignorattce où nous sommes né- 
« cessairement de la nature intime des corps et des phénu- 
« mènes, ne nous pertuel point d’aflirmer raiionnellemenl, 
« avec une sécurité parfaite, tpie rinlroduclion de cette cir- 
<f constance tiotivellc ne miKliliera pas d'uiunnaiiière iucon- 
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'U |n^p4«fi■coluli(ions ‘primiiivcs ilii systcmn. Mais l'insnlTi- 
ujMnce d’une telle urgumeiiialiuii devient surtout sensiblé 
« quand on essaie de rappliquer au cas le i)liis étendu et le 
« ^frfus'ianxMtantvà celui où les difTéi ents corps du système 
« 8rtnt en mouvement les uns à l'égard des autres. En s'at- 
« tachant à faire abstraction, aussi eoinplideinciit que pos- 
« sible, des observations si connues et si varie'es, qui nous 
« font reconnaître alors rexactitude physique de ce priu- 
« cipe, il sera facile de constater qu'aucune considération 
« rationnelle ne nous donne le droit de conclure à priori 
« que le monveinent général ne fera naître aucun change- 
« ment dans les mouvements pat ticuliers. Ola est tellement 
U vrai, que lorsque Galilée a exposii imnr la prentière fois 
V cette grande loi de la nature, il s’est élevé de tontes parts ■ 
U une foule d’objections à priori tendant à prouver l’im- 
« possibilité rationnelle d’une (elle proposition, (|iii n’a été 
« unanimement admise que lorsqu’on a abandonné le point 
« de vue logi(|iie])our se placer au point de vue physi(]ue. » 
35. — Plusieurs anleiirs ontessayé dese passer de ce prin- 
cipe expérimental pour l'établissement de leurs théorèmes 
niécaniques. i\ous verrons plus tard qu'une des consé(|nences 
les plus importantes (|ui découlent de cette loi féconde, c’est 
qne les forces, évaluées comme nous l'avons fait (n'»-9), sa-- 
lisfont en même teiiqis à la condition remarquable d’étrt* 
propoitionnelles aux vitesses qu’elles communiquent à un 
inênie corps au bout d'un même temps. Une telle coïnci- 
dence a évidemment besoin d’être démontrée, car rien n’in- 
dique, à priori , qu’une force double au point de vue de 
notre définition , c’est-à-dire |)onvant être considérée 
comme provenant de la réun'ion de deux forces (‘gales, dé- 
terminera une vitesse double de celle r|U(> commuiii(|ueraitT 
chacune de ces dernières. En d’autres termes, rien ne per-‘ 
met d’alhrmer que les effets mécaniques croissent exacle- 
mont dans le mèm(‘ rapport (|iie h's ell'orts destinés à les'' 
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pTuduiro. Lu di'iiiüiislralion, romiiM- ou eu .iujïi'ia pur la 
salle, nous sera piM'eiuploirenieui lournie par la loi expéri- 
iiieiilali* ipie nous veuoiis d’exposer. Les jT,;yniètres (|ui oui 
i ciiilii se dispenser d'y recourir sont arrivés, à celle occasion, 
à une ai'guineulalioii véritablement iutflrcssante , eu ce 
(|u'elle inuutre couimeut d'ingi'-uieux arlilic.es, dépourvus 
d'ailleurs de toule solidité réelle, oui j)u faire illusion à des 
esprits éiuinents. Nous eu eilerous eu temps et lieu un 
exemple tiré du Çoitn< de met anique de l’illnslrtî Poisson. 

36. — Un remarquei'a que la loi d'indépendance est expres- 
stMuenl énoncée en vue d'un luouvmnent co»i;/i;/// des coips 
considérés, c'esi-à-dire en vue d'uu mouvemeni général tel 
'cpie les espaces parcourus simullaiiéinent sont égaux et pa- 
rallél<>s. .Ainsi, le mouvement commun ne peut être (|u’un 
mouvement dt“ truimlalion du système se déplaçant pa- 
rallèlement à lui-inéine. .Aucun autre mouvement, de rotn- 
lioti par exemple, ne rentrerait dans le sens de la loi. Car 
une rotaliou implique* une certaine droite autour d<; laquelle 
elle s'ell'ectue, et dont les distances aux différents corps de- 
meurent néeessaireincul conslanles pendant la durée de 
celle rolalion. la-s ares de ecrele ainsi décrits ne peuvent 
donc être égaux ta parallèles, à moins qu'ils n’aieul le même 
rayon, ce qui est uu cas très-particulier dans la position re- 
lative lies corps. 

Si le mouvemeni de la lene ii’allère pas les mouvements 
qui ont lien à sa surface, bien ipie notre globe tourne sur 
lui- même en même temps ipi’il se transporte dans l'espace, 
cela tient uniquement à ce que le rayon de la rotation gé- 
nérale étant très-grand, par rapport aux distances relatives 
des corps que nous observons, nous considérons ces der- 
niers comme déci'ivant des arcs égaux et parallèles. L'erreur 
qui en résulte est tellement petite qu'elle échappe à nos ob- 
servations, et que, par suite, la loi d’iiidépendauce se mani- 
feste pleinement. On peut en dire autant, et à plus forte 
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raistm, pour la Iruimfiitiun *lt> la irrir. qui n'csl rn rtialité 
(pi’uiie l'évolution auluiir ilii soleil ; les rayons iJe celle, ré- 
volution, correspondanl aux divers poinis lerresires, peu- 
veulèire envisafçés coinine rigoureuseinenl (''gaux. 


Le nombre des lois roiidnmentiilcs poiirrall-il 
être réduit ? 

37. — Les trois luis rondaniontales que nous venons d’expo- 
ser soiil les seules dont on fait usage en mécanique'. 

Il est intéressant de se deniamier, au point de vue pliilo- 
sopliiqiic, si quelqu'iiiK^ d’entre elles n’est pas superflue, et 
si le nombre pourrait en être r(iduit, soit par une suppres- 
sion pure et simple, suit en invoquant d’autres lois plus 
générales qui, en moindre nombre, contiendraient toutes les 
vérités qu’expriment les trois pnicédenles. 

L’examen spécial que nous venons d’en l'aire nous parait 
montrer en même temps leui' indispensable utilité. Mais si 
l’on veut les envisager d’un point de vue d’ensembh?, on ne 
lardera pas sans doute à reconnaître que leur place est, pour 
ainsi dire, toute tracée, d'api'és la nature même des choses, 
dans l’édilin^ mécanique. 

C.ette science se propose eu ell'el d’établir des relations 
entre les corps queU-onqiies de runivers, les forces qui les 
..sollicitent et les muuvemeiits qui en résultent. Un pressait 
immédiatement que le mouvement d’un corps, cori'espon- 
dant à deux choses distinctes, savoir, sa constitniiun pby- 
siqiu: et su vitesse à tout instant, il est nécessaire de pouvoir 
rattacher les forct^s à chacun de ces deux objets. Or, c’est 


‘ Nous ne |iurlnns pa.' iionr le niiiiiient île la loi spéelalc ile.^ Iluides iloiit 
on ilira quelques iiKit.< au n“ t.â . et qui n'est qu'une loi secondaiic , .‘ans 
ulijel pour la consUtution générale de la inécaniquc. 
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jusl^incni la il('siiiiaiioii sp(M-iali‘ ilft la loi tic l•ca«.•lio^ cl tic 
la lt»i (riiuii^tfijiilaiifc des iiioiivciixmiIs. Ou le cüpsialcTa> 
pleinement plus tard, quoiipi’il soit possible, dès mainteuiini, 
d'eti avoir une perceplion convetiublo. Quant à la loi d'i-> 
nertie, élit! a éj^aleinent sa destination propre, (|u'on poui’T 
rait qnalilier en disant qn'clb! assure la eonservatiou. du 
nionvement, principe absolument indispensable pour l'etude 
des phénomènes mécaniques successifs produits sur un même 
corps, ou pour celle des plndiomènes qui survivent à la dis- 
parition de toutes les forces. jl 

C’est à dessein (pie nous n’avous pas cité la inaxite parmi 
l(“S éléments auxquels la force doit être rattachée au moyen 
d’une loi natnrelh*. I.a notion de masse, en ell'et, n’est pas 
s('-parable en mécanique de celle de la force, et sa relation 
avec celle dernière dticouh! nécessaii'ement de la délinilion 
même ; en sorte que toute valeur assij;uée à la masse l’evient 
à la laisseï' constante et à supposer la force nu certain noin-.„ 
bre ëe fois plus grande ou plus petite. En d'autres termes, 
entre la force, et la masse, il n’existe qu'une, relation logique, 
du ntême ordre qii’taiti'c la vitesse et l’espace jiarconru. -, ; 

i.,a séparation que nous venons de reconnaître entre les 
cléments d'un fait mécanique (pielcoinpie montre évidem- 
ment <pi’ancime des trois lois fondanient.'des ne saurait reii- 
ti-er dans les antres, et que par consi'-qucnt sa suppression 
formerait une lacune que les lois restantes seraient impuis- 
santes à combler, .\insi, dans l’état pn'senl de nos connais- 
sances, il u(! parait pas que le nombre puisse eij être réduit- 
Quanl à l'avenir, il n’est guère permis d'entrevoir qu’une* 
étude plus approfondie de la matière conduise à établir queU 
que loi plus générale, qui comprendrait dans un même prin- 
cipe plusieurs de nos lois actuelles. Le même ordre de con- 
sidéralions que nous venons d'invoquer, subsiste toujours- 
pour faire présumer, dès maintenant, que cette loi ultérieure 
ne .serait plus générale (pi 'en apparence, et qu’au fond elle 
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s« tlécoinpoRerail (liiiis les diviTscs luis i|iiVIU- dcvrail com- 
prendro. Eu ^ous cas, une telle trausrunualiou ii'Uiiruil pas 
d'utilité féelle, puisipu- les piàucipes actuels se prêtent avec 
une suilisuntc siinplicitê! à la constitution de la science nié^ 
canique. 

11 est plus vraiseiublalde, au contraire, «lUc le nombre de 
ces lois sera ullcri('ureineut augmenti'; car la loi de réac- 
tion est évidemment impuissante, par suite incinc de son 
extrême jjéiiéralité, à pei'inetlre de tenir convenablement 
Cüinpttt des forces naturelles, surtout en ce ipii concerne 
celles (pii déterminent la manière d être des dilTérenls corps. 
Tout ce que nous savons, en eiïel, par cette loi des forces 
inliTienres qui régissent les parties constitutives des corps, 
c’est qu’elles sont deux à deux égales et contraires. .Mais 
cela ne nous éclaire pas suflisaminent sur une foule de phé- 
nuniènes mécaniques, tels que W'/uglirite pour les corps 
solides, le fruUemcnl pour tons les corps en général, lu 
compremiilnlitè pour les tliiides, la raideur pour les corps 
ilexibles, etc., etc. Il est donc à désirer que |)our ces diver.ses 
parties, encore obscures, de la mécanique, on ('tablisse des 
lois expéi'imenUdes, moins gjmérales cpie celle de la i’('ac- 
tioii, auxquelles on puisse ensuite appliipier les procédés 
mutlic'inatiques pour en faire sortir des résultats en concor- 
dance avec les faits directement observé-s. C’est à cela dit 
reste qu’on a été conduit, comme nous le verrons plus tard, 
pour la mécanique des tluides. 

Cette digression n’était peut-être pas inutile pour montrer 
la destination véritable et la portée des luis fondamentales 
que nous avons exposées. 
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38. — Nous avons (l(■■^nli, au ii'’23,l(> but jjoiHÙ al de la rtié- 
eanique.'li s'agit inaiiilenaiil d'iiiditjiiei' les divisions princi- 
pales (|u’on a éié eundiiil à «Hablir dans son exposition dog- 
inali(|ue, divisions tpii sonl netlenunit earaclérisées, soit par 
la iiatun; inèine du sujet (|u’üu y traite, soit pai' la un'-tliode 
i|u’on y cnii)loie.' , 

Ainsi (pu‘ nous l'avons énunct- dans le nunn-ro précité, la 
ini>eani(|ue esl divist'c innuédiatiniu'ul en deux gi'andes 
branches ; 

L'une, qu'on noinnie iiif'caiiii/iie ralioiiiielle, et qui se- 
rait beaiieoui) plus eonvenablennu)! nommée mécani(]ue 
tliéori()ue ; 

]. 'autre est la mi'i-tnihiuf ai>plîquév ou pratitpie. 

Si). — La première a pour caractère rondamental de s’ap- 
puyer uniipieinenl sur les lois que nous avons présenté<-s. 
Les lois eoiistiliumt les seidtîs données (îxpéi iineiitales imx- 
qiielles elle ait re(;ours, et tous les résullats eti sont di'duits 
à l'aide du raisonneineul uiatliemalique. De là, la qualilica- 
tioii de vulitmiielle alVeetée à «'cite partie île la science. 
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Pour plus irr-ckiiiTisscnirnts, nous üjoiilcrons (pi’oii no s’y 
proocoiipc jitinais do la oonstitiitioii e/fer tire dos roi'ps ni 
des rorcesqui les sollieitoiit rêvUemcnt dans la iiatiiro. I.os 
problonies qn’on y rosond sont pnreinonl ihôoriqnos, c’est- 
à-dire qu'on opère sur des corps oonons à priori coiniiio 
constitués d'une façon déleriniiU'C, et que les forces sont 
mathéiiiuliqneinent assignées on grandeur et en direction ; 
les uns et les autres pouvant, d’ailleurs, n’avoir aucune ana- 
logie avec les corps et les forces du inonde extérieur. .Mais 
ces forces et ces coi'ps uliflraitu sont, dans tons les cas, 
en parfaite conforinili; des lois fondainantales ; c’est là, en 
effet, la condition indispensable pour ipie lesf déductions 
puissent jamais devenir ell'ectiveinent applicables aux pbé- 
Honiènes de l'nnivers. .\insi, quelle que soit la conforniation 
idéale du corps qu’il nous plaira d’envisager, quelle que soit 
la nature des liaisons qui riinironl à d’autres corps, ipielles 
que soient les valeurs et le modo de variations des forces fic- 
tives qui seront ccns<''es les solliciter, on raisonnera toujours 
dans l’hypotbèse que la loi d’inertie, celle de réaction et 
celle d’indépendance sont pleinement vérifiées. 

La mécanitpie rationnelle (‘stdonc à la fois expérimentale 
elmatliématique; expérimentale ipiantà ses bases, obtenues 
foi'cénient par l’obsenation de la nature; mathématique 
quant à ses déductions, qui se rattachent au point de di'-part 
par un enchaînement logique, où l’expi'rience directe n’a 
plus à intervenir. 

Pour comprendre la haute utilité que peut offrir un tel 
travail théorique, au point do vue de l’étude ultérieure des 
plii-noniènes réels, il est né*cossaire d’entrer dans qiiebpies 
développements qui feront connaître en même temps les 
sous-divisions de cette première branche de l;i nu'canique. 
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Mécanique lia point mntôrlt‘1. 

/i0. — On nominc/)oi«/ mulérivi ww paiTii* nialérielh-d’as- 
sfz ptTilfs diiiHTisions pour (pi’oii ail le ilruit de considérei' 
loiiles les irajetToire-s d<‘ ses divers poiiils nialliéiiiali(|ues 
eoinine se eonrondaiit en une senle, (iniesidiu; la irajeetoii'e 
dn point nialt-riel lui-mênie. Sur un tel corps, le polnl d’ap- 
pliriitioii de la Idrce ne se distingue [>as de la trajet luire ; il 
n’est antre que l'endroil précis oii le point inaléritd se trouve 
sur cette trajeeloire à l'instanl considért». 

Toutes l?s forces qui sollicilenl le mobile passent ainsi 
par un inénie point ; c’est le cas des forces dites cottcutir- 
rtuile». 

A'oits envisagerons un point matériel parfailemenl libre, 
et un point assujetti à eertaint's conditions de liaisons, telles 
que de rester attaché à l’extiTTiiité d’une tige rigide et inva- 
riable, ou de se mouvoir eonstamment sur une courbe ou 
une surface donnée d’ou il ne peut s’éeliap|)er, quelles que 
soient riiitensilé et la direction des forces (jui agissent sur 
lui. 

(lelle élude complète constituera le livre II de notre ou- 
vrage. 


•Uéennlque des HyslêmeK qucleonques de pointa 
niMlcrleli). 

41. — ün nomme *ygfèmede jwintx maièrieh un groupe 
de points <pii sont dans une <;ertaine de])cndance les uns des 
antres, de telle sorte qu’aucun d’eux ne peut changei’ de 
position sans tpie les autres s’eu resseiilcnl plus ou moins 
dimuemenl. 

La d<‘pendance est su|)posée établie, soit au moyen de liens 
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tels ijiiedes tiges rigides ou des Üls llexibtes de longueur in- 
varinble, soit au moyen de Ibrees i|ui s’exercent entre les 
|K)ints matériels deux à deux, el doiil riiilensilé varie avec 
récarleineni des points. 

Ou considéré des systèmes libres, c’est-à-dire dans les- 
(jtiels un poiiil (lueleompie peut prendre toute espèce de 
position dans l'espace, sous l’action de l'orces convenables, 
e( des systèmes assujettis à ceE taim^s conditions spéciales, 
c’est-à-dire dans les(piels un ou plusieurs points ne peuvent 
•piitter des courbes ou des surlaces données à priori ou 
l’extrémité de lieiis fixés par ranlre extrémité. 

Les forces y ont alors toutes sortes de directions; elles 
sont coucourianles en chaque point individuellement, mais 
celles d’un itoinl ne se renconlrent pas avec celles d’un autri' 
point. 

Les liens ou les forces de liai.sons peuvent avoir des va- 
leurs absolument arbitraires. La seule condition générale 
à laquelle elles satisfont, c’est qu<; l’action est toujours égaltt 
à la réaction, ou, tre tpii revient au même, que les forces 
intérieures développées entre les points sont toujours égales 
deux à deux et op|>osées. Les autres lois fondamentales sont 
également satisfaites, tant nu point de vue de lu conserva- 
tion que de l’indépendance des mouvements. 

Il est clair qu’une telle théorie embrasse à l'avance tous 
les cas réels possibles ; car nu corps, de nature quelcou(|ue, 
peut être considéré comme formé d’un certain nombre de 
points matériels unis entre eux d’une certaine façon. Ainsi, 
les corps conçus comme altsolnmeiu solides répondent à 
l'hypothèse de liens rigides invariables entre tous les 
points; l(‘s corps gazeux répondent au cas de forces inté- 
rieures répulsives ou agissant pour écarter les points les uns 
des autres; et ainsi de suite pour tout autre tmrps, (|ui peut 
être conçu comme correspondant à un certain mode de liai- 
sons. De même, des corps divers réunis entre eux sont 
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rcpiT'sciilés par auiaiil ilr syslriiics (•oiivciial>l(TH(Mil coiis- 
liUit's, onli'e Icscpirls rxislcraiciit des liaisons cpii rcprc-soii- 
Irraieiil pirrisoiiu'iil relies (pi’oii suppose exister entre les 
coi’ps eünsidéi ('-s. 

42. — Une telle élude est donc la plus jçénéralequ’on puisse 
entreprendre sur lu matière; eu sorte ipie réunie à celle du 
puiitl matériel unique, sur hupielle elle s'appuie forcéineiit, 
elle mérite le nom de mécanique générale ipie nous lui 
donnerons dans noire travail. Klle nous l'ournit ainsi des 
niélliodes, au moyen desquelles les (‘quations d'un problème 
particiiliei' (|uelconque peuvent toujours être obtenues. La 
seule dillicullé consistera, pour chacun de ces problèmes, à 
déterminer exactement les points matériels et les liaisons 
auxquels on a réellement aiïaire ; genre de recherches pri'-a- 
lables (pii, bien souvent, est inabordable, mais qui ne laisse; 
pas moins subsister la possibilitr- philosopliicpie de la solu- 
tion dans tous les cas. 

La mécanique générale, en même temps (pi'elle l'ournit 
à l'esprit celle plénitude théorique satisfaisante, offre en 
outre le pn'-eieux avantage de faire connailre nu certain 
nondtre. de propriétés communes à tous les mouvements 
possibles, et ind('‘p(;ndanles, soit de la valeur des forces, soit 
de la consiilution |(aiTiculière du système, indépendantes 
par conséquent de la nature quelcoiupie du corps (pi'oii 
aura ultérieurement à envisager. Un un mot, on sera si'ir 
d'avaiKîe que tous les corps et toutes h;s forces de la nature 
vérifient les propriétés généi'ales dont nous parlons, puisque 
ces propriétés sont exclusivement déduiU’s des trois lois fon- 
damentales, etqiu; tout phénomène réel do mouvement s’ac- 
complit dans le cercle de ces lois. 

Celle partie de la science ne serait pas complète si on n’y 
consacrait pas um; subdivision spia iale à l’étude des mou- 
rementx relatifx.Y.n effet, on commence par supposer, dans 
les livres précédents, que les repères auxquels ou rapporte 
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k-s moiivpinciils coiisidi'Tt's sont iibsoliinieiU lises diiiis IVs- 
[i;icc; m:ii- r-c.s l'ciières pi'iivcMl eiix-mèiiies changer de po- 
sitioii avec le icinps, ainsi cpie cela a Mi’ii, par exemple, 
pour tons ceux ipi’oii choisirait sur le globe terrestre. Le 
douille inouveinent de noire planèti? ne permet pas d’y 
prendre des points de comparaison immobiles. Il est donc 
l■ssenli^•l de savoir passer de l’élnde du mouvement des sys- 
léines, rapporte- à des repères supposés fixes, ù ce mouve- 
ment modilié- et transformé pai- la mobiliti- de ces repères 
enx-iiu'-mes, et i|ni a reçu le nom de mouvement relatif, (j’esl 
à cela f|uc sera consacré le fpiatrièine livi-e de noln’ ouvrage ; 
et nous aurons ilès lors constitué la mpcanif|ue théorique 
dans sa plus grande gi-néralité. 

/|3. — Mais par cela seul que cette mi'-canicpie esiÿé«é/-a7e, 
et que ses déductions s’appliquent à une infiniti- de cas dis- 
lincls, elle ne permet pas de descendri- profondément dans 
l'examen des circonstances caractéristiques de chaque mou- 
vement individuel. Si lionc on voulait passer inimédiatement 
de cette science aux applications du monde exté-rienr, on se 
trouverait en présence d’un inconvénient grave, consistant 
en ce que, outre la dilTicnllé de dé-terminer les données 
réelles relatives à chaqm* problème, on aurait encore, une 
fois CCS données reconnues, i*! elïeciner tout le travail analy- 
tique qui a dù échapper nécessairement à une pure théorie 
d’ensemble. On peut même ajouter ipie les vérités fournies 
par la mécanique générale seraient presque loiijours sté- 
riles, en ce sens (|ue l’observation directe ne nous donne 
que des faits trop particuliers pour <|ne leur connexion avec 
ces vi-i'ités géné-rales puisse être convenablement saisie. 

De là, la nécessité- d’une deuxième partie di- la Mécanûfiir 
riiliuiiiicllc, que nous nommerons »pficialc, 

par opposition à la mécanique générale, et dont le but est 
précisément di- combler l’immense lacune dont nous parlons, 
et de servir d’intermédiaire entre la pi-*-mière partie de la 
I. J 
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M'iiMico fl Ifs iipplirnlioiis :i l:i iiatiirt!. Elle traiir à Ibiid un 
ceriain iroiiiltri' de eas Ihcoriqiies paiTicidiei’s, doiii lescon- 
s(''(pifiu'fsolTmil desrappoi'ls plus ou luuinssaisissahlesavee 
If luuiidf fxliTieur, fl elle l'ouniil ainsi des lypi's d’assimi- 
lalioii au\<-as réels les plus fi'éqiienls. 

Nous allons iii(li(pifr les subdivisions de la niecaiiique . 
spi'cialf . 


Méviiniquc deM HolidfN |r<>oni«lriqu«8. 


^|/|. — Ou iiuiUMif for/i* xolidcx ;if'o»ietri(iiirx ou siniple- 
iiifiii xo/itlcx des syslfiufs dans lesquels les jioinis inaté- 
rifls sont siq>posés niaiuuuiiis à des distanees invariables 
les uns d(!S antres. 

Le l'ail eajtilal rpii earaetéris(! ees systèmes, e'esl cpi’on 
peut se dispenser d'y eousidiirer dii’erienienl le inouvenient 
individuel de ehmiue point matériel. Le moiiveinent d'un 
(pii'leouipu' de ees points est snseeplible, en effet, d’être dé- 
conq)üsé en deux inonveinenls simples : l'iin de Irausiation, 
commun à tous les points, l'aulre de rotation, également 
commun, et s’effecliiaut à eliaque instant autour d'une cer- 
taine droite, lien résidtc que l'étude du mouvement total 
d’un système solidtî se ramène à celle d'un seul mouvenieiil 
de Irausiation et d'nn seul mouvement de rotation. 

ToHles les consc'qnenccs qui concernent ces systèmes sont 
applicables aux corps st>lides plujxîqucx, c’esl-à-dire aux 
corps dans lescpiels les particules constitutives ne peuvent 
prendre (pie de très-faibles d(''placements, les unes jiar rap- 
port aux antres. On démontrera en effet que les principaux 
résultats des solides "('■oméiriqnes subsistent encore sans 
erreur sensible, lorsque les piûuls matériels, au lieu de gar- 
der des positions relatives absolument invariables, peuvent 
se rajiprocber on s'éloigner très-peu les uns des antres. 


Digitized by Google 


DIVISIONS DK 1,A AlÉCAMnUÏ. 


67 


PI«si»Mirs auteurs plaecul 1 élude des solides ininiédiate- 
ineiit après celle du point inat<'riel, et ce n’est qu'à la lin de 
leur exposition qu’ils considèrent les sysiènies les plus gé- 
néraux possibles. 

Il nous semble que celle luélbode a rinconvénienl de 
rompre reueliaîiiemenl scientirupie. (’omme l’esprit entre- 
voit inini('‘diatemenl (|ue de tels systèmes ne sont qu’un cas 
très-particulier, non-seulement parmi tous les corps qu'on 
peut concevoir, mais même parmi ceux <iu'ü£fre réellemeul 
la nature, on est en droit d’augurer, dans une telle classifi- 
cation, que la mécanique n’est qu’une série indéfinie d’arti- 
fices spéciaux pour chacun des problèmes qui se présentent. 
Tandis qu’au contraire rexamen jtréalable des systèmes 
(liielcoiiques permet de dt’gager une méthode de soliilioti 
générale, qui, dans la plupart des cas réels, peut être ell'cc- 
tivemeiil inapplicable, mais qui n’en a pas moins un carac- 
tère pbilosophitpie satisfaisant. En outre, il est bon de 
constater dès le commencement (lue, parmi toutes les pro- 
priétés qui concernent les solides, il en est un certain nombre 
qui ne leur appartiennent pas exclusivement, mais qui con- 
vieuiieiu eu même temps à tous les corps de runivers. Il est 
bien plus logique, ce nous semble, d’envisager, (|uanUoii le 
peut, l’eusemble de la science, afin de mieux apprécier l'im- 
portance et la desliiialiou de cha(|ue théorie ])articulière. 
Ibsous enfin, à l’appui de notre maniéré de procéder, que 
l’etiide ginu'i ale des systèmes est plu.s facile que celle des 
inouvemeuis de rolidioii, et (pie, par consc’queul, avant d’a- 
border celte dernière, il est désirable que l’esprit soit mieux 
préparé. 


5 . 
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.fl<WMiniquo dfs rorps fliildr!». 

ha. — Les lliniU’x llit'oriqiiex destines à servir de types 
d'iissiniihitinii ;iiix Ihiiilm rèt-h sont des systèmes de points 
matériels d<’ deux eati'-gories : 

Dans la premièri', on suppose (|iie le systèine est iiiroiii- 
prrugihlfi, e’esl-à-dire tjne les points matériels ne peuvent 
être rapprochés davantage les tins des antres sons l’aeiion 
de telles forces (pie ce soit. Ils peuvent d’ailleurs étresi’pari-s 
par l'effort le pins minime. Il n’y a [dns à proprement parler 
de njislème, et l’on peut admettre que les [loints inat('ri<'ls 
sont simplement an contact, sans développer entre eux an- 
enne action à distanc-e. 

Dans la seconde caU'gorie, il (*xisle an contraire une actioti 
réciproque entre tons les points, action qui a pour effet de 
les (‘carter indéliniment les tins des antres, tant (prancun 
ohstacle n’empéelie cet éloignement, d(‘sign(! sous le nom 
{Yexpanxion. Les points mati'-riels peuvent d’ailleurs être 
rapprocli(‘s,ou le système peut être comprimé autant (jii’on le 
veut, sons rinlliiencede forces convenablement choisies. Outre 
les trois lois fondamentales naturelles anx(|U(‘lles ces fluides 
th(;ori(|ues, comme tous les autivs corps, sont supposi'-s sa- 
tisfaire [ileinement, on admet (pi'ils sont soitmis à une (pia- 
trième loi spi'-ciale connue sous le nom de toi (Véijnliié de 
tranxmi»*ion fieu preggioiix. (]elte pro|)ri(Hé, que paraissent 
posséder effectivement les fluides ré'els, n’c'st très-certaine-, 
ment qu’une const-quence néeessaiia; de la /oi de réadion ; 
mais la dillieull(' tpi’on a (‘prouvée Jtisqn’ici à l’en faire (l('‘- 
cottler logiquement a d(''terminé à radniettre comme une loi 
distincte, manifestée dii'cctement par rexpi'-rience. 

Dans les fluides, on ne se pro))ose pas de d('“terminer les 
mouvements individuels des points; ce (pii, .sans parler de 
l’impossibilité absolue, n’offrirait ancnn inti'-rét vérii;ible. On 
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étu(li(‘ sciilmiiciil les clKiiigeiiiDiits de ligiii’e (HiVjiioiivc IVn- 
spinble du sysleine sous l'atiion des forces qui le sollieiteiit, 
ou les lois qui eu régissent réeoidenieiii ;i travers des ori- 
fices, second |)rublénie (|ui rentre en réalité dans le premiei', 
conçu avec nue sullisanU' geni'ialité. 

(ics llutdes tbéori(|iies roui'iiissent des types d assimilation 
aux fluides réels ; la première catégorie correspond aux //- 
quidc» et lu seconde aux tfuz et aux rapmrx. ('.ette subdi- 
vision de la méeauiipie est souvent désigné^' sous le nom 
A'lnjdrudtjuami<iiie. Son é'ludi' appi’ofoudie l■om|)or^e des 
développements ties-considéo-ables, qui oui donné* lien à des 
Irailt's spéciaux. Nous nous reslreiudi'ons nalurellemeul aux 
résultats principaux. 


.Wouvenieuls spéciaux et niaehinex lliéorlques. 


4(). — L’objet de celte dernière subdivision «le la mé-cani(|ue 
rationnelle est de eunslitiier des types lhéori(|ues d’assimi- 
lation à un certain nondne de plubioménes réels. 

Nous é'iudi(<rons spé-eialement : 

1" Le mouvement d’un solide gé’onu-triipie doué d’une vi- 
tesse initiale et souiids à deux forces, dont l’iiue est eoiis- 
tanle et l’autre proporiioimelle au carré de la vitesse. C’est 
à ce type (|ue peut être ra|)i)orté! le mouvement d’un solide 
physique ré-el, ijiii tombe dans l’air sous l’action de la pe- 
santeur, ou ipii est lancé dans une direction quelconque, 
comme dans le tir des projectiles ; 

T Le inonvement d’un solide assujetti à demeurer sur une 
courbe donnée, et sollicite* par une force altertiative qui, 
après avoir agi pouraccélérer le mouvem(*nt sur mur certaine 
partie de la courbe, agit ensuite en sens contraire pour le 
retarder. C.’est le type di*s mouvements oscillatoires ipCon 
rencontre dans la nature. Le cas le plus intéressant est c(*lui 
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OÙ la courbe esl iiii «ttcIc cl où la Ibm: esi coiisianie eu 
grandeur et en direction. C’est le lype du inouveineiit du 
pendule sous l’action de la pesanteur ; 

3" Le inouvcnieiil d’un corps sollicité par une Ibrce qui 
passe conslainmeiil par un centre unique, et qui varie en 
raison inverse du carré de la distance ; c’est, ainsi qu’on a 
déjà eu occasion de le dire, le type des inouveineiits plané- 
taires. 

Nous ferons aussi la théorie de certains syslèines dits /'«- 
nivulaircit, qui consistent essenliellenient en liens llexibh;s 
et invariables le long desquels sont distribuées des forces en 
noinbre quelconque. Un en trouve la réalisation, iiotain- 
nienl, dans la cliaîncde et dans la cmirhe Je» pont» iivi- 
pendit». 

Nous terminerons par quelques considérations sur cette 
catégorie si importante de systèmes qu’on désigne sons le 
nom de machine». L’étude n’en est vraiment intéressante 
que dans la mécanique appliquée, où l’on peut compléter la 
théorie par les résultats de re.xpérience. Aussi nous borne- 
rons-iious à envisager les plus simples de ces appareils et à 
exposer les principes généraux qui forment la base de la 
partie pratique. 

Ul . — Tout ce qui concerne les systèmes funiculaires et les 
machines simples est ordinairement présenté comme un 
chapitre de la statique. Nous expliquerons plus loin ce 
qu’on entend par ce mut, ainsi que les motifs qui nous ont 
fait adopter une coordination diflérente. 


Comildérationiii sur la mécanique appliquée. 

48. — Cette seconde grande branche de la nn'■canique a 
pour but de résoudre les problèmes de mouvemenl effet li- 
vemeiit présentés par la nature. 
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■Sa iiiiilliodc cüiisisle à recomiaîii’e, par voii; d’observalioii 
directe, à quel type théorique peut être assiiiiilé le cas réel 
qu’on a sous les yeux. L'assiinilation une fois établie, le pro- 
blème se résout coinine uu problème purement rationnel; 
le plus ou moins de coucordaiiee qu’offrent les résultats avec 
les pliéuomènes effectifs dépend du plus ou moins d’exacti- 
tude de l’assimilation elle-même. 

La principale dilliculté réside dans le passage de Vabxtrait 
au concret. Ainsi, tandis (juedans la mécani(pie rationmdle 
on considère des systèmes conçus à priori dans certaines 
conditions, où toutes les forces, tant intérieures qu’exté- 
rieures, sont déterminées sans ])réoccupation aucune du 
monde extérieur; dans la mécaniipie appliipiée, au con- 
traire, on s«' trouve en présence de corps eZ/l-c/i/i, c’est-à- 
dire en pn-sence d’une matière incessamment active, oit les 
forces développcies entre les mohicules ne sont pas celles 
qu’on pourrait supposer arbitrairement, uiais ont des va- 
leurs actuelles, difficiles à bien apprécier. Les liaisons de 
tout genre, considérées lliéoriquement, ne sont jamais com- 
plètement réalisées; les tiges ne sont point invaiiables, les 
lils llexibles, les points supposés üxes sont toujours pins uu 
moins ('•bi’unlés, ainsi que les courbes ou surfaces sur les- 
quelles certains points sont assujettis à derneurei’. Ln un 
mot, les circonstances naturelles des phénomènes sont assi-z 
('ompli(|uées pour (juc l’assimilation puisse n’êtrc Jamais ab- 
sulunnmt rigoureuse. 

Un exemple éclaircira notre pensée : 

Uien de plus simple, en th('*oi-ie, que de déterminer le 
mouvement d’un corps soumis à de.ux forces contraires , 
l’une constante et l'autre variant en raison directe du carré 
de la vitesse. Si maintenant on veut considi-rer le mouve- 
tnent effectif d’un corps tombant librement dans l’air, on 
commence par éprouver de grandes dilliaillé’s ex]MM'imeii- 
tales poui' appri'-cier ce mouvement, (ùk; si l'on vient à bout 
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lie les viiiiuTf, cl i|u'üii cvuluc cxacleiuciil les positions ilii 
mobile aux ilifléieiiles époques de sa chute, ou reconiiaîl 
ipie ce moiivonieiit estasse/, voisin du luouveiiieut théorique 
ealeulé, mais ne lui est jamais rigoureuseiiieut ideiitiipie. 
Kii sorte que jiisq u'iei l'on n'est pas parvenu à assiguiM' la 
valeur prik’ise d'une force équivalente à la r('•sislanee de 
l'air; d'oii il ressort nettement ; 

1“ Que l'observation expéi imeulale sur laquelle doit se 
baser l'assimilation peut donner lieu à des diilicidtés prati- 
ques très-eunsidérables ; 

2" Que, malgré les soins les plus délirais, il arrive sou- 
vent qu'on ne puisse pas faire une assimilation eomplide- 
ment exacte. 

En mécanique appliquée, toutes les erreurs des ri'sultats 
obtenus sont uniquemenl dues aux erreurs commises dans 
les observations préliminaires. Aussi doit- on toujours, au- 
tant que possible, contrôler ces résultats, c'est-à-dire exa- 
miner s'ils sont conformes on non aux faits naturels. Celle 
vérification montre jusipi'à ipiel point était légitime l'assi- 
milation qu'un avait cru pouvoir établir. 

à!) —.La seule force naturelle dont on ail su jusqu'ici tenir 
exactement compte est la gr:ivilatiun universelle, dont la 
pesanteur n'est qu'un cas pariicidier. L'observation a prouvé 
que la cause inconnue en vertu de hupiellc les astres de 
notre système effectuent leurs mouvements est absolument 
é-qnivalente à une force d’attraction qui varierait en raison 
inverse du carrt’’ de la distance. Si la pesanteur paraît être 
une force constante, cela lient à ce que les divers corps 
pour lesipiels nous restimoiis ne subissent, par rappoi't an 
centre de la terre, que des variations de distance ipii sont 
insensibles et conséquemment sans iiiHuence sur la valeur 
observée de la force; 

Toutes les autres causes naturelles se sont dérobées jus- 
qu'ici à une évaluation exacte, c'est-à-dire qu'il est iiiipos- 
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sibic (l'iissigiier aucune Ibrcp (hcuriqiie (|iii soit e\!ii'lcniciil 
équivalente à lu ciuise cüiisidérée. Aussi l'aul-il imiltipliér 
les obsci’valioiis (d niuditicr les résultats du ealeiil au moyeu 
de ce qu'oii uuuiiiie des coefficient* tic rorrecfton. On peut 
dire que la mécanique appru|uée, sauf la partie astronomi- 
que, est caractérisée par l'introduction de ces coellieieuts 
dans toutes les formules théoriques. 

L'assimilation des corps réels avec des types abstraits 
offre souvent de si grandes ditTumltés qu’il est préférable de 
chercher directenient, au moyen d’expériences, un certain 
nombre de lois secondaires (pii dispensent de ramener le 
problème à celui d’un système coik;u à priori. C’est ainsi, 
par exemple, que la loi reconnue de* Vètjalitè de tranmnii- 
*ion de* pre**ioii* permet d’établii’ tout de suite certaines 
équations sur les Iluides, sans essayer de voir eu eux des 
systèmes de points matériels assembli’-s d'une certaine fac;un 
abstraite. Nous piMisons même que, vu rextrémo ignorance 
où nous sommes de l'état riVI de la plupart des corps, la 
méthode la plus (îflicace consisti>rait à accepter dans chaque 
question, comme buses des calculs, un certain nombre de 
faits spéciaux établis par une cxpérinientaliou directe. C.e 
serait probablement plus fi'cond (pie de s’ell'orcei', au moyen 
d'une analys(! laborieuse, de resserrer la chaîne des phéno- 
mènes au point de les faire rentrer dans un petit nombre de 
lois générales. La plupart du temps, la nature (échappe à ce 
lieu inathéinati(pie et nous oblige, pour l’y ramener, à re- 
courir à des coellicients de correction qui sont presque, par 
leur importance, une négation véritable des formules. 

L’aslronomie, autrement appehk' mécanique céleste-, ap- 
pa4'iient naturellement à la mécanique appliquée. Tonlefois, 
vu l’exuetitude avc(; laquelle on a pu tenir compte delà gra- 
vitation et S(( dispenser ainsi de tout coetlicient de correo 
lion, un est dans l'usage d’exp('ser ses principaux résultats 
dans la mécanique spécial e. 
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5Ü. — En résuiné, hi coonliiialion adopléi- dans iioliv ou- 
vrage esl la suivanle : 


I. Mécanique rationnelle. 
Notions fondamentales. . . 


LIVRE I. 


1" P.VKTIE. — Mécanique générale. 


Point malériel uvhb ii. 

Sj'stémes (luelconijiies de points malériel.s . . i.ivrp. iii. 

Mou^elnl•tll n-lalif. livre iv. 

2* P.XKTIE;. — Mécanique spéciale. 

Solkk's séométriqiusi livre v. 

Fluides tliéoriques livre vi. 

Mouveinenis sptk'iaiix ; maebines llicoriques. . livre vii. 


H. Me '(■unique appliquée. 


Derniers roInlrcUsenienls «sur l« firoblèine 
mécani)|iiF. 

.'il. — Le problème inécaniqne consiste, soit à trouver les 
mouveineiits quand on eoiiiiail les forces, soit à trouver les 
forces quand on connaît les iiionvemeiUs. 

C’est cette seconde face du problème qui mérite des éclair- 
cissements. 1*0111' eela, nous allons établir quelques déli- 
iiitioiis dont nous ferons fréqueinineiit usage dans la suite 
de eet ouvrage. 

On dit que deux groupes de forces sont équicaleni», sur 
un corps ou un système de corps doiiiiës, lorsque ces deux 
groupes sont susceptibles d’im|irimer au système le même 
mouvement. Lorsqu’une force unique est équivalente à un 
groupe d’autres forces, on dil qu’elle est la résultunte de 
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res (loniièirs; réciproqueineiit, celles-ci sont appeli'-cs les 
corn/Kmi/ilex de la Ibm; iiiii(|iie. 

iNoiis verrons plus lard qu'un groupe de forces n’a pas 
toujours une résiiUanlc, niais qu’il y a toujours une inliuité 
d’autres groupes qui lui sont é(|uivalenls. 

D’après cela, quand on veut diiduire de la connaissaiice 
d’uu niouvcnient celles des forces qui peuvent le |)roduire, 
le problème est indéterininé, puisiju’une inliuité île grou[tcs 
distincts satisfont aux conditions. 

t-e qu’on se propose alors de trouver, c'est le groupe /e 
p/iix m'itipfe purntihle, c’est-à-dii'e le groupe coinposé- du 
muindre nombre de forven puxiiihie. Quand, par exemple, 
le mouvement est susceptible d’être produit par une force 
unique, c’est celte résultante qu’il s’agit de trouver. 

Il n’y a d’exception à cette règle que lorsqu’on coniiait 
positivement, à priori, l’existence de certaines forces qui 
coopèrent au mouvement. On veut aloi’s trouver le moindre 
nombre poxxihle d’autres forces qui, combinées avec celles 
qu’on connaît déjà, produisent le mniivemenl cousidiiré. 
Soit, par exemple, un corps solide se mouvant dans l’air, 
d’une manière connue, sous l'action de forces inconnues. Si 
une force unique pouvait engendrer ce mouvement, ce ne 
serait pourtant pas celte force qu’il s’agirait de déterminer, 
parce ipi’on sait à l’avance : 1" que le corps est soumis à la 
pesanteur; 2° qu'il subit la résistance de l’air, qui est une 
force de sens contraire. Ce qu’on demande, c’est le moiudre 
nombre possible d’autres forces qui, s’unissant à la pesan- 
teur et à la résistance de l’air, produiraieiil le mouvement 
observé. 

On verra qu’une fuis l’un di;s groupes trouvé, tout autre 
groupe, répondant à la question, se déduit aisément de la 
connaissance du premier. Il n’y aurait donc aucun intérêt à 
clieridier directeinenl run de ces groupes, de préférence au 
plus simple, tandis ipi’il y a au contraire un intérêt très- 
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grand à dierclii'r ce groupe le pins simple j car il oITre le 
plus de l'aciliti's possilde à l’espril puiirse rendre eoinple de 
rensembie du phénuniéne. 

L’indéterminaliou n'exisie pas (piaiid on veul passer de la 
cüiiiiaisitauee des forces à celle des inouvenieiils : dès (|ue 
les forces soûl assignées, le mouvement s’ensuit iieeessai- 
remeiit. 

52. — On dit que des forces ne fou/ C(jin7ilire du xont eu 
équilihiu! sur un corps ou sur un système de corps, lors- 
qu'elles sont absolument sans influence sur le mouvement : de 
sorte que ces forces peuvent ètrt^ à volontt- introduites on 
supprimi'a-s sans (pie le mouvement en soit modilié. 

Il suit de cette déiinitioti ipie des forces eu équilibre, ipii 
se mettent à agir sur un système en repos, laissent ce système 
en r(•pos. Ou dit alors ipt’il ex/ eu èquiUhre sous l'action 
des forces. 

Il est visible tpie les conditions auxipielles un groupe de 
forces doit satisfaire pour (‘'tre eu èipiilibre sur un système 
donné sont plus simples que h-s conditions relatives à un 
iiiouvemeut d('‘teriniiiè ipie ces forces devraii'iit commu- 
niquer an système ; car, dans ce dernier cas, la valeur des 
fondes doit dépendre de la position des points matériels, 
dn temps (■coiili-, des masses sollicit(-es. Oaiis l'écpiilibre, an 
contraire, le temps n’intervient pas, puisque les forces sont 
snppos('-es ne pas inflnencer le mouvement, à une é|)o(pie 
(pielcompie. l’our le même motif, la position absolue des 
divtsrs |)oints du système n’intei'\ient pas non plus ; il ne 
peut s’agir que des situations relatives des points d'applica- 
tion des forces dans l’ensendile du système. Les masses sont 
(‘gaiement étrangères aux conditions, car, sien modiriant ces 
masses on d('trnisait r(‘ipiilibre, nk;ii»roquemcnt on repas- 
sant des nonvi‘ll(‘S masses aux anciennes, ou ndablii-ait 
l’équilibre : oi‘ des changements de masses ne peuvent avoir 
pour résultat que d'accélérer ou de ralentir nu mouvement. 
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cl non (ic faire- nailn- uni! rchislancc dctcrinini'c i[ni cni- 
pi'i lic le inonvcini-nt prodiiil par des forces. 

Ainsi, les condilions d eqiiililire d'un groupe de forces ne 
dépendent ipiede la valeur et de la direelion de ces forces, 
ainsi que des posiliuns relatives de leurs |)oiuts d’appli- 
ealion. 

C.’est pour celte raison (|ue dans plusieurs ouvrages on 
reeliei'clie direeleinent ces condilions d'éipiilihre , pré'ala- 
hleinenl à tonte considi-raliou de inoiivenienl, et on en jiri'-- 
sente la tln'-orie sous le nom de Sialique. L'élude des plié- 
nuinéncs de inouveinent proprement dits constilne alors la 
Dyiiaiinqiif. 

•7ê. — Une telle iné-thode nous semble peu Salisfaisanlc 
pour l'espril ; car il est bien évident que l'é-ipiilibre n'est 
ipi'iin cas jiarticniier du inouvcinent, et ipi'en général un 
grou|>e de forces donné ne se fail pas é-iinilibre sur un sys- 
tème. Il est donc bien plus logique d'établir les relaiions 
qui existent, flaiin luiix tex eux, cnire un gi'oupe de forces 
i|ueleonque, et d'exprimer ensuite, dans le cas particulier de 
l'équilibre, que le mouvement (|iii correspond aux forces en 
équilibre est nul, piiisipie le mouvemi-nl général ne se res- 
sent pas de la présence de ces forces. De cette façon les di- 
vei-ses propositions de la statique sont déduites an fur et à 
mesure des résultats iné-caniques. D'ailleurs la méthode 
que nous repoussons n’offre aucune supériorité an |)oinl 
de vue de la facilité des démonstrations, car ce qu’on évite 
en statique, on le retrouve plus tardeti mécaitiipie; et fina- 
lement, eu cnvisageatit l’ensemble de la science, on a toutes 
les dillieullé's inlié-rcntcs à la llié-orie du moiivenienl, après 
s’èlre donné la peine d'employer des artifices spéciaux pour 
constituer directement celle de l'équilibre. 

Nous dirons enfin que les théorèmes de l'équilibre ne sont 
vrainieiiL tigoureux que lorsqu'on les déduit des lois du 
mouvement. Quand on essaie de les ramener à une pure géo- 
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nK'li'ie, ou iminiiiio d'iiiio b:iso sullisanle, ainsi (|iie nous le 
foiisialerons plus tard : car la llu'-oric de rccpiilibre, aussi 
bien (|ut; celle du luuuveuuMit, repose sur les lois Ibudaïueii- 
lales l'ouriiies par l'observaliou, aiixcpiellcs ou lie j>eiil siip- 
jileer par uuciiii arlilicc de la logiipie. 

Il lie nous parait pas (|ue ces iucouvc'uieuts soient ra- 
chetés, au point de vite didacti(|tte, par des avantages |io- 
silifs, et ipte la coiisidéralioii des forces eti staliipie pn-pare 
tnietix l'esprit aux pliiuiotnèiies de ladyttaniitpte. I.oiii delà ; 
oti éprouve au routrairi' une sorte de stirprise à associer dé- 
sortitais la iiolioti de la force à la peiisé'e du ttiottvetttetil, et 
à tenir coiiiple de la tttassi* des corps, dont ré'(|itilibre a\ait 
d(''sliabiliu''. Ou se troitve siibitetiteiil ititrodiiit dans iiti ordri' 
d'idées si dillérettt cpt’oit est letiui de se deinatider si ces 
forces, ipi'oii cotisidére aiijoiird'lttii, smil bieti les ttiéttieS 
<|ii'oii cousidé'iail aiiparaxatil, et si la itoliou ipi'ott avait 
reçue tt’a pas besoin d'èire eotnpiélée, itiaittleiiaiit tpi'ott 
aborde des pliéttüttiénes bien plus géttératix. 


Digitized by Ce 



mécanique r.ÉNÉRA 



Digitized by Google 



LIVRE DEUXIÈME. 


MÉCANIOllE DU POINT MATÉRIEL. 


CHAPITBK PREMIER. 

PROIDSITIONS PRULIM1NAIRE.S. 


Pro|M>«llioii première. 

56. — Loisqu'iine force consl.Tiilc en graiideurel en dii-ec- 
tiuii sollicite un point inalériel, ruccélération est constante. 

Soit la vitesse acquise par le point matériel au bout de 
la première unité de temps, je dis que la vitesse acquise 
sera 3'p au bout de la deuxième unité de temps, au bout 
(le la troisième, et ainsi de suite; ce qui montrera que l’aug- 
mentation de vitesse pendant chaque unité de temps, c'est- 
à-dice l'accélération, est constante. 

Ln elTct, nu bout de la première unité de temps, imagi- 
nons un autre point matériel à côté du précédent, et doué 
I. t 
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t|p 11 ) nir'iiit" vilt'ssi' O. — (’<“ nioiivciiiiMil lU* liTinslnlion 
l'oinimin :mx il«iix points, no dcvia pas, pendant rnnilé de 
temps suivante, altérer le nionvenient particulier que la 
force donnée imprimera à celui des deux points ipi’elle- sol- 
licite ^troisième loi fondamentale du mouvement). Donc, ce 
dernier point acquerra une nouvelle vitesse par rapport a 
l’anlre, qui possédt* déjà celte même vitesse. Sa vili'sse ab- 
solue sera donc On prouverait de même ipi'elle sera 
après le troisième temps, et en général après n unités 
de temps. 

Conêe'queiéccu. — Une force constante en grandêurct en 
direction produit donc un inouveincni rectiligne uniformé- 
menl varié, dans lequel, par conséquent, la vitesse acquise 
croît proportionnellement au temps. 

Réciproquement, (|uand nu mouvement a lieu en ligne 
droite et d’une manière uniforim'inciit variée^ on peut tou- 
jours concevoir une force constante convenable, capable de 
le produire. 

Au contraire, une force variable ne saurait engendrer un 
semblable inouvemeiit. 


Proposition deuxième. 


.*)5. — Deux forces constantes en grandeur et en direction 
sont entre elles comme les accélératioirs (piVdles imprime- 
raient à un inême point matériel. 

Soit P une force, cj> l’accélération qu’elle communique à 
un point matériel : je dis qu’une force double 21' imprimera 
une accélération double 2(j, une force 31’ nue accélération 
S'y, et ainsi de suite; ce qui montrera (|ite les accélénitions 
augmentent dans le rapport des forces ipie l’on choisit» 
Prenons en effet deux points matériels égaux, run solli- 
cité par la force F, et l’autre par la force 2F. Un peut consi- 
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dércT CCS deux puiiiis cuinnieayaiii un iiiouvcineni commun, 
celui qui csl produit par la force F -, en outre, un de ces 
points reçoit un niouveinent particulier, qui est produit par 
la deuxième force F à laquelle il est soumis. Ce dernier 
mouvement s’exercera comme si l'autre n’avait pas lieu : le 
point recevra donc, en vertu de ce second mouvement, une 
nouvelle vitesse cÿ, égale à celle qu’il reçoit déjà en vertu de 
son uiouveinenl commun. 11 recevra donc linalemeut, au 
bou^ de l'unité de temps , une accélération totale 2cp. Ou 
démontrerait de même <|ue , s’il était sollicité par une 
force 3F, il recevrait une accélération triple, et ainsi de 
suite. 

Contéquence. — La vitesse communiquée par la force F, 
étant représentée par au bout de l’unité de temps, sera 
égale à au bout d’un temps queiconqiu! / , d’après lu 
premièi'e proposition. La vitesse commnniqnée par une 
force «F sera, au bout du même temps, ti'Sfl. Os vites.ses Cfl 
et w^l sont entre elles dans le même rapport (pie les accélé- 
rations (y et /es, ou dans le même rapport (pie les forces. 
On peut donc énoncer la proposition ci-dessus en disant qm? 
deux forces constantes sont entre elles comme les vitesses 
(pi’elles communiquent à un même point matériel au bout 
du im'me temps. 

Il ressort également de la démonstration (pii piOède que 
les espaces que font parcourir deux forces, au bout du même 
temps, sont proportionnels à ces forces. 

.'■>(>. — iVons croyons mile de reproduire ici l’ai'tilice, plus 
ing(Miieux que solide, employé par M. l’oisson pour se dis- 
penser, à cette occasion , de s’appuyer sur la troisième loi 
(•xpérimentale du mouvement. 

Ce savant, après avoir considéré deux forces /"et f, agis- 
sant simultanément sur le point mat('*riel, et capables de 
commnniiiuia' isolément à co point, pendant le temps très- 
petit ■r,desvitess('s respectives u et ii', énonce que la vitesse 
fi. 
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pi'oüuilo pai' rpiisiMiihlc* des deux foires sera ;/ ( o'- Pour le 
diMUoiiti'er, il fait le raisoimeini'iil siiivanl* ; 

« 1^’auguienlalion de vitesse du iiioliile ne pourra de- 
« pendre que du temps t aiifjiie/ elle xeru proporliotnie/le. 
Il et de l’étal de ee point matériel, ou, autrement dit, de sa 
« position et de sa vitesse pemlaul le même temps t; ee ne 
« xerait done tjit’cn infliin/it xiir ee/ éla/ que l’aelioii de 
« la force /'pourrait modifier la vitesse qui sera produite 
« par la force /’. Or, peiidaiil le temps t, la disiaiiee du mo- 
« bile à un point fixe et sa viti'ssi* ne [xuiveut vai ier ipie de 
« (|uantités iiiliiiiineiit petites, négligeables par ra[)i)on à 
« celte dislaue.e et à cette vitesse elles-mêmes. Par eousé- 
« queul, la vitesse que produira la force/’ pendant cet iuter- 
■< valle de lemps r, ne saurait être modifu'c eu aucune ma- 
« iiière par l'action simultanée de la forcir /■'; donc, etc., etc.» 

Il est itnniédiatemeiil visible (]ue la première phrase de ce 
raisonuemeul renferme deux pétitions de principe, (pu‘ nous 
avons écrites eu ilaliipie pour les faire ressortir. 

Eu elVet, qu’est-ce tpii montre en premier lieu, à priori, 
que la vitesse produite par les forces combinées /'et /' xera 
proportionnelle an temps M. Poisson a di’dini forces 
eonstuntes celles tpii donueul des augmeutatious de vites.se 
proportionnelles an temps. Les forces /"et f sont sitpposéM's 
être individuellement des forces eoiistautes. .Mais <ju’est-ee 
ipii prouve que leur ensemble eoiistituera aussi une force 
eonstante, c'est-à-dire, d'aiifès la d(’■fmilion ipi'il adopti*, 
eoiistiluera une forets tpii produit des augmeiitations de vi- 
tesse proportionnelles au temps'.' Il faudrait avoir dtaiioutré 
préalablement que deux forces, en seeombiuaiil, ne portent 
pas rt'ciprotpiemenl atteinte à leur manière il’agir. Or, c’est 
justement là ce ipti est en question. Eu second lieu, qu’t‘Sl-ee 
qui prouve (|ue »;e n’est influant sur la position et la 

‘ TraiW de Meraniiiiie, t. !■', iiaçp.-! ît-3 et .suivante.-. 
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rih’uxe (In poiiil (|iic la I<ii'<t“ f" pminail modiricr la vilcssp 
prodnilc par la Idm; f? Aiicmu' considid'alion à iirinri m* 
prnmT d'alliniiiT (||ip les I'oitcs f cl /" ii'inniiciiccroiil pas 
rcciprü(iiu‘incMi leurs cfl'els,/(((/-cc/« uvul >in'vUt:x uijixxcnt 
fincinhlc. ('.’csl admclirc imc seconde fois ce qu’il iaiit d(i- 
iiioiilrcr. 

Ainsi SC Imiive viuâlié ce ipic nous avancions au n" 37. 
Ou Voit à (juels illoj^isnics on csl roirciucnl entraim'', (jiiand 
on rcliise de prendre rraudicincnl rcxpcTieiicc pour pre- 
inicro hase des dcdiictiuiis in(''canii|ucs. 


l*rop«isilion IroUiéiiie. 


57.— I.a valeur nunu.-ri(|ue d’une lorce conslanle esl ('•gale 
à l'aecA-liU'alion (|u’elle eoininuni(inciai( à l’unilé de masse; 
on peut dire aussi qu’elle csl égale ;'i l’accéh'ralion (pi’elle 
cuinmuui(|uerail à une niasse (|ueleouipie, inulliplii-e par la 
inesure de cette masse. 

.Soit F une l'oree eoiislaiilc en grandeur cl en dirtn'lion, 
(pii agil sur runilé de masse, et i l’accélération qu’elle lui 
cominiini(pie. L’unité de force, agissant sur cette même 
imité de masse, lui eommuiiiipie, d’apr(*s la (lérinitinn (^irH), 
une accélération (■gale a l’unité de longueur. En vertu de la 
proposition (]ui préc(*de, deux forces sont entre elles eomiiie 
les accélérations qu’elles communiquent :i la inênie niasse. 
Donc la force E, ipii communiijiie une accélération fois 
plus grande (|iie celle qui correspond à l’iinité de force, esl 
('•gide à '.J- fois celte unité de force, ce qui esl là précisément 
la valeur numérique de celte force K. Ainsi, le nombre d’u- 
nités de forces rcprésenti' par la ({uanlité F est égal au nom- 
bre d'iiniti's de longueur rejiri'-senté par la ipiantité ■}. 

Si la force F, au lieu de solliciter l’uniié de niasse, solli- • 
citait nue masse (pielcompie i/i, elle lui conimuniqiierait une 
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accrli'ralioii «f qui sérail m fois inoimlrej car les masses 
étaiil, par (léliiiilioii, proporlioiiiiclles aux foires qui leur 
impriment la même vitesse, il faudrait mie foire >n fois plus 
grande <pie F pour e.ummimiipier à la masse;;) l'accélération 
qui était tout à l'iieure donnée àrunité de masse. La foire F, 
étant m fois moindre (pie cette foire nécessain;, eommuui- 
(piera donc une accélération m lois moindre à cette masse;;). 
On doit donc mulli|)lier o pai ;;; iiour reproduire un nombre 
(■‘gai à ou, ce ipii revient au même, égal à la valeur de I'. 
.Mnsi l'on a : 


F = )/i (j. ; 

ce ipii est la deuxième partie de la proposition annonci'e, 
et la forme sous hnpielle on s'cn sert le plus ordinairement. 

CiiiiDct/imHcr. — La vitesse V produit)' par une force 
constante, au bout d'un temps (|uelconque /, est égale à 
La relation ci-dessus peut, en conséquence, s'écrire 



ce (pii signifie (pi'nne force constante en grandenr et en 
(lireclion, ipii sollicite un point matiu'iel, est ('gale au pro- 
duit de la masse (lar la vitesse acipiise au bout d’un temps 
quelcon(|ue, divisé par ce temps. Le produit ;;iV a i e(;u le 
nom de iiiiaiilio' de munrement , expression ipii a pour but 
d’éviter une nipclition fastidieuse. D’un autre cijti-, le pro- 
duit I'/ a re(;ii, pour le nu'ime motif, le nom d'impiihioii de 

la force. La relation F=^^, qui lient se mettre sous la 

l'orme 


Vi = mV, 

sigiiilie donc (|U(‘ Fiinpiilsioii de la force, au bout d'un temps 


Digitized by Google 


i'Hoi*o5rriOi\s i’ntu>uN\iRts. 87 

({Uflcouqiiv, csi 0 {j;ale à lu (|uuiitilc de iiiuuveineiil uc(|uUc 
pur le point iiiultTÎt l. 

58. — Des relulioiis uiiulogues peuvent être étublies pour 
les l'orees d'intensité vui iuble, inuis de direelion ixnislunle. 

Soit en ell'et une foire 1', dont la grundenr varie à cbaipie 
iiislunl. Si cette force gardait pendant rnniti' de temps su 
valeur ucinclle I', sans ungnienter ni diniinncr, elle eoniniii- 
iiiipicruil une uceélérution '^,qni, d’après ce ipi’on vient de 
voir, serait liée à la valeur de V par réi|nation 

!•' = m îj». 

Mais cette accélération étant ('gale, an rapport de la vi- 
tesse coinninniipn’M- ]>endant un temps (pielcoinpie, par la 
force constante, an temps employé à la produire, a pour 

valeur ia limite de désignant par AV raccroisseiiient 

de vitesse (pii serait dû à la force constante. Or, à la limite, 
la force constante, qui n’agit avec cette intensité constante 
(pie pendant un temps infiniment court, ne sedistingife jdns 
de la force variable elle-im'aiie agissantpendnnt celte diiire. 

AV 

Par conséquent aussi, l'accélération limite ^ ne se distin- 
gue plus de raccideration due à la force variable, c'est-à- 
dire de l’aceeléralion du mouvement varié détermine. par la 
füicc donnée; or, cette dernière accélération est, comme 

on sait (n” f>), représenté(! par lini ou ^ , en app(!- 

lanl V la vitesse effective du point matériel. Donc, la rela- 
tion 


F VI (j. 

subsiste encore, en considérant que y désigne, non plus 
une (pianlile conslanle, mais une (pianlile , variable jien 
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dunl toute lu durée de raclioii de la force. On laisse ordi- 
iiaireincnl à •s celle dei iiiére l'oriiie, et on écrit en coiisé- 
qiienci? 

il\ 


K = m 


(//’ 


ou |ieul aussi la transformer ru 




md V = mV, 


et énoncer, romnic auparavant, que rinipulsion est égale 
à la quantité de inoiivement, en appelant impulsion l’iiité- 

grale j ¥dt, qui, dans le cas delà force constante, se n-duit 

à ¥f. 

Il réstdtc de cette démonstration que tout mouvemeul 
rectiligne varié peut être envisagé comme dn à une foice 
d'intensité variable et de direction constante. Il suflit, en 
effet, (|ue la valeur de cette force à chaque instant soit égale 
à la musse (|ui se ment, multipliée par raccéléi'ution, à ce 
même instant, du mouvement donne. 

ô\). — Les relations tpie nous venons d'éUiblir, pour les 
forces constantes et variables 

, , ,, m\ 

(constante) t = iir^ = —, 

(lariablc) f = lu'j. = 

iuipliqui'iil (|ue l'nnité de masse est choisie de manière à ce 
(pie, sollicitc'c par rnniti- de force pendant l’unité d(! temps, 
elle acquière une vitesse égale à l’unile de longueur. C’est 
la condition sur laquelle nous nous sommes appuyé dans le 
coui's de la d<'inonstralion d(? notre troisième proposition. 
Peu importe, d’ailleurs, la valeur absolue de chacune des 
autres uniU'S adoptées. 
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Si l’unit*' de masse ne satisfaisait pas à eelte euiidilioii 
capitale, les relaiioMsei-dessiis irauraieiil plus lieu. La seule 
chose qu’on pouri'ail di'iuontrer, indépeudamnienl de toute 
espèce de choix d'uuilt'S, c’est que deux forces sont entr*' 
elles eoinnie les produits des masses qu’elles sollicitent par 
les accélérations (jii’clles leur communi(picnt. C’est ce qui 
résulte : 1" de ce que deux forces sont proportionnelles aux 
accéh'iations qu’elles comimmiipieiit à la môme masse; 
2” pi'oportioimelles aux masses auxquelles elles donnent la 
même accélération. Car, soit F et F' deux forces, m et m' 
h;s masses sollicitt-es, et Zj les accélérations produites: si 
l’on prend une troisième force F" telle tpie, sollicitant la 
musse m, elle lui donne raccéléraliou c^', ou aura, entre F 
et F", la proportion 

K: r : 

et de même entre F" et F', la proportion 

F": F' : : 711 : m . 


En ninltipliant terme à terme, il vient 

F : ï" : : 7;uj : 77i’cj' ; 

relation indépendante, je le répète, de toute valeni' particu- 
lière des unitésde force, de masse, de longueur et de temps. 
Celte proportion peut aussi s’evrire : 

'UV 7/l'V' 

1- : h : : - : — ; 


on, ce qui revient au même: 


_F^ 

77lV 

~r 



F . t F . i' 

ou encore — - — —rr-- • 
mV m V 


Aous Voyons par là qu’entre l’inipidsion d’une force el la 
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qiRinlitP de iiioiiveineiil r(>imiiiini(|uée au Imul d'im temps 
qiielcüii(|Me, il y a un rapport iiuiiiériqiu! conslanl, le même 
pour toutes les l'oires. Si nous appelons K ce rappoii, la 
relation ei-dessus sera exprimée eu posant, poiii' une l'orce 
quelconque I', 

L'f = K. mV ; 

relation qui dillére de celle déjà lionvi'e an n" .>7, en ce que 
le <len\ième nomlu'e y renlérine une (piantilt- constante K, 
(pii se reproduit pour tontes les (brees (pie l’on considère. 

La présence de cette (piantiti- lient )irecis('ment à ce (jiic 
nous avons laissi- les diverses nnilc'S de Ibrce, de masse, etc., 
eniiiu’ement aiiiilraires ; et il est visible (|iie, si nous repre- 
nions celles dont nous sommes convenus de faire elTeclive- 
menl usage, la qnaiiiiti’ K dispaiailrait, ou, ce qui est pins 
exacl, deviendrait (•gali* à 1 ; cai‘ la relation F/ = K «i V, 
ayant lien (piellc (pie soit la force considéive, on peut l'ap- 
plitpierà rnnili'de force sollicitant rnnili' de masse pendant 
rnnile (le temps. On sait alors, d’après la manière même 
dont a (dé choisie l’iinilé de, masse, que la vitesse acquise 
est (■gale à l’unité de longnenr. La qnanliti- K devant donc 
convenir an cas on l’on a à la fois K— 1, /—I , /«=!, V=1 , 
est elle-mènie ('gale à 1 . 

.Viiisi, pour que k disparaisse de la relation, et pour qu’on 
relomhe sur celle d(•|à tromaà* 

fl = wiV , 

il faut que F, /, V’ et ni puissent être supposés simnliané- 
ineiit égaux à l’unité; ce qui revient à dire (pie rnnilé de 
masse doit être choisie di; manière à ce que, sollieit(‘e par 
rnnit(‘ de force pendant l’iiniti' de temps, elle acipiière une 
vitesse égalé à l’iiniti'' de longueur. Cette condition néces- 
saire est d’ailleurs snllisante; pourvu ipi’ellc soit remplie, on 
peut donner telles valeiirscpi'on voudra aux unités de force. 
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de temps et de lonjçueiir, la quantité K n’en sera pas moins 
égale i"» 1 . 

Ainsi, la eonvenanee d(î simplifier la formule F/ = KwiV 
et de la ramener à l'7 = ;/iV, n’introdiiil ([ue la seule eon- 
ililion de choisir runili- de masse dans une certaine corres- 
pondance des autres iiniu-s, prises d'ailleurs arhiirairemeiil. 
On aurait donc pu, sans cesser de satisfaire* à celle condi- 
tion, choisir les nnil(*s autrement qu’on ne l'a fait. 

■V ce pro|kis, i|u’oii iimis |H'rmeflc une remarque, élfaii;:èie d’ail- 
leurs àl olijet direci de ce cours, mais qui n’e.st pas .sans un certain 
iulérét sciontitiq\ie. Nous voulon.s parler des résultats (ju aurait eus 
le choix d’un mètre différent de notre mètre actuel. Si, au lieu tle 
prendre pour celte unilé la dix-millionnième partie du quart du mé- 
ridien terrestre, on avait pris la \ifesse aet|uise, an lioul de rnnilé de 
lenq)S, jiar un corps tombant libremen! dans le vide, sous l’action de 
la pesanteur, on aurait apporté cerlaines simplifications aux formules 
méi’aniqiii'S. Dans celle hypothèse, l’unité de nias.se, au lieu d élie 
éeale à la masse d’un corps pesant ij kilogrammes, aurait été celle 
d'on corps |H*sanl unsi’nl kilogramme. Car un tel corps tombant sous 
son propre poids acquiert, au bout de l’unité de temps, une viles.**e 
étrale à ij, ce qui serait précis«*ment alors une viless»' épaleà rnnilé 
de longueur. La masse d'un corps quelconque aurait ainsi été exjiri- 

p 

mée numériquement par son poids, et la relation serait de- 

venue simplement m = P. Par suite, la quantité g aurait disparu des 
formules où elle ligure anjonrd’hui jierpéluellement. 

Pour n'en citer qu’un exemple, lu relation = renferme ac- 
tuellement le nombre g d'une manière implicite , puisipie P étant le 

P 

l>oids du [Kiint matériel, ona>«=— , et par con.séquent, 

k = .L.1. 

n ‘ 

Avec la nouvelle unité de longueur dont nous parlons, celte relation 
auraiteula forme p'ussimple 
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S,ms inirlIipliiT les cxptiiplo.s, il i-sl évicU'ut que prloil. en inéciiniqiie, 
li^iiri'f iinplieileiiietil ou explicitement à peu préî! purtunt; car ce 
noml)ri‘est lié inévitnblemeul à la masse di'scni ps consi ilérés. masse 
ipii inlenienl dans la plupart des problèmes de mouvement. <>n au- 
rait donc pagne une simplification de calculs , en même temps 
ipi'on aurait en une unité de masse plus naturelle à l’esprit; car, il 
faut le reconnaître, on songe plutôt à la mass<‘ du corps <pii pèse l u- 
nité de poids, qu'à celle d'un corps pesant g fois cette unité. 

Il nesondrie pas, d'ailleurs, qu'il y ait de motif six’cial de choisir le 
mètre comme on l'a fait, plutôt (|ue de l'autre matière. On a mis en 
avant ces deux considérations ; 

1“ Ou'il importait d'en |irendre la valeur dans la nature, alin ipi'elle 
ne fôt pas exposée à varier dans la suite des temps; i" que le mètre 
actuel a un rapport très-.simple avec l'ancienne unité de longueur (la 
liiisp vaut sensiblemeul deux mètres). Mais il est aisr'* de voir (|u'au- 
cunede ces considérations n'est exclusive au mètre actuel, lin elïet, 
1a valeur de g, vitesse acquise au bout de l’unité de temps, est tout 
aussi fixe, pour un lieu déterminé, que la dix-millionnierne partie de 
la distance du pôle à l'éipiateur. Klle est bien plus facilement mesu- 
rable, au moyen du pvmdule, )iar exemple, qui fournil, pour un lieu 
quelcon<itie, la relation 



en ap|Mdant T lu dui ée totale de n oscillations et l la longueur du iumi 
(I ule. ( tu en déduit 

[ — Jl. 

g ~ n'<TT* ’ 

- reivrésente justement la mesure de la huigueur du pemlule, évaluée 

en nouveaux mètres égaux à g. l’ar conséquent, le nombre abstrait 

T" 

-T— : désigne la fraction du nouveau mètre vpie représente la lon- 

gueur ellerlive de ce pendule; ce qui permet, à un moment quelcon- 
que, de retrouver le nouveau mètre en fonction de la longueur du 
pendule qui sert à l'expérieuce. Ce mètre varierait naturellement 
d'un lieu à un autre, puisvpi'il est lié au nombre d’oscillations oltser- 
vé*'S. lequel, pour un<! môme longueur de |)cndule, déjX'nd du lieu 
que l'on a choisi. Ces ditTérences entre les nivlres, ainsi calculés pour 
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es divers parallèles du slolw. ont lonrs analogues dans les mètres 
actuels mesurés sur les méridiens, puisipi’on sait que tous les méri- 
diens n'ont pas la même lune:ueur. Les métresde deux lieux dilTérenls, 
ealeuliSs avec un même pendule, seraient d’ailleurs entre eux dans le 
rapiM)rt inverse des carrés des nombres d'oscillations effei liuVs dans 
un même temps. Ce rapport est beaucoup plus aisé à obtenir que lors- 
qu'il faut recourir à la mesure directe des deux méridiens. 

Quant à la seconde consi. lération. nous répondrons que le nouveau 

décimètre, égal à , ou, pour Paris, à 0,980a du métro actuel, au- 
rait olVert avec la toise sensiblement l'ancien rapport ;. A vrai dire, 
nous croyons qu'il vaudrait mieux encore que ce rapport simple 
n existât pas, car il contribue à perpétuer le fâcbeux usage des an- 
ciennes mesures. Un ne .saurait tirer une objection de ce que, dans ce 
nouveau système, l'unilé habituelle aurait été inévitablement, non 
pas le mètre, mais le décimètre. C'e.st ce qui a lieu aujourd'hui pour 
une foule de mesures; ainsi, le kilogramme, l'hectare, le kilomètre, 
le millimètre, sont devenus, iKJur l'e.siu it, des (|uantités aussi simples 
que leurs unités corres(iondantes. Li‘ nouveau décimètre aurait l'U un 
rùle analogue. 


l*ro|>ot>illoM (|iiiilrlèiiic. 


fiO. — Lorsqu’un point luiilériel est aninui sinitiluinéineni 
de (leux nionvenients rectilignes (|neleonr|iies, ht position tiii 
bout (rnn temps donné, que prend le mobile sons rinlhienee 
combinée de (tes deux mouvements, est située à rextia-mité 
dn parallélogramme dont lesetUés reinrsentent respeetive- 
ment les longueurs qui anrnient été parcoiirties sons l'in- 
flitence de chacun des deux mouvements, eonsidt'-ré comme 
s’excitant seul. 

.Soit le point M, animé de deux monvements: l'iiti suivant 
M A, (pii lui ferait parcourir la longueur MM', s’il agissait 
seul, pendant un certain temps; raiitre suivant MC, qui, au 
bout du ménn; temps, lui ferait parcourir la longueur AI l’';je 
dis que la position qu’occupttra ce mobile, en vertu des deux 
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niouvoineius, sera cmi M,, exlrëmité du parallélograirmie 

coiisiniil sur M M' cl M 1*'. 

Imaginons en eflei uii second point A’, se inoiivunt siiivani 
X 15 d lin inoiiveinent N N’ égal et parallèle à celui qui a lieu 

suivant M A. Les deux 
points M eiX, ayant ainsi 
une translation coinmune, 
le premier de ces points, 
en veiTii de sou mouve- 
ment particulier suivant 
M C, prendra par rapport 
à l aiitrc la position tpi’il 
(• aurait prise si le moiive- 

3 ment commun n'avait pas 

eu lieu. Il occupera donc la position M,, obtenue en menant 
.\l'.\li, égal et jiarallèle à .M P'. 

Pour toute autre époque du mouvement, la position du 
mobile s’obtiendra eu laisaul nue construction analogue ; 
c’(‘st-à-dire en traijaul toujours le parallélogramme dont les 
deux côtés représentent les deux longueurs parcourues, en 
vertu de cliaciin des deux mouvements individuels, pendant 
le temps considéré. Laséi iedes points AI,, ainsi d('-lerminés, 
unispai'iin trait continu, représente la trajectoire effective 
du mobile sous rinibience de son double mouvenienl rec- 
tiligne. 

('.elle trajectoire sera eu géméral une ligne courbe. Pour 
i|iie ce fût une ligne droite, il faudrait que la diagonale 
.Al AI, d’uii de ces parallélogrammes fût (mi même temps la 
diagonale de tous les autres, ou que tous les parallélo- 
grammes Al AI'A1,P', AIm'/;i,/>', construits pour les di- 

veraes (‘po(|uesdu mouvement, fussent semblables entre eux. 
(’.ela revicMidrail à direque les longueurs parcourues, au bout 
du même temps, sur chacune des droites AI A, MC, sont 
dans un rapport constant. Par consiapient, x = f (i) étant 
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a loi d’im des deux inoiivcmeiils re(Tili>înes, et <s == fÿ (/) 
iTaiil la kii de l’autre, ou aurait n — k n, ou bien 

f (0 = k "i (O- 

Eu d’autres tonnes, l'une des funetions serait efjalc à 
l’autre multipliée par un nombre constant. Sauf ee ras 
partieulier, le inouvoineiit elVoctif iio sera pas reetiligiie 
eoiiiine les lUüUYCineiits partiels. 

Remarque. — La luêine déinoiistraliuii s’appliquerait 
encore, si ruii des inouveiueuts, le luuuveineut suivant M L, 
par exemple, au lieu d’ètrc rcctililigne, s’eUectiiait suivant 
une cütirbe (pielconque M S. En cllet la 3' loi foudauieutale, 
sur laquelle nous nous sommes appuyé, ii'cxigc pas ipie le 

inouveinenl particulier tpii 
s’exerce concurremment au 
mouvement commun, soit 
dirigé suivant une ligue 
droite. La position .M, se 
détermine alors en menant 
par le point .M' un arc de 
courbe Al' ü' AI,, égal et 
parallèle à l’arc AIüP' tpii serait (It'crit en vertu du mou- 
vement particulier s’exerçant seul. Cette position AI, dt‘- 
peiul donc, encore de la même consti uction tpie prt'cedem- 
ment : seulement on doit entendre tpie le côU: du parallido- 
gramme, correspondant au second mouvement, n’est point la 
(boite parcourue dans ce mouvement, mais la corde menée 
du point de départ an point P' de la trajectoire Al .S, où se 
trouve le mobile au bout du temps considéré. Le mouvement 
curviligne n’a pas besoin d’ailleurs d'être cont(,‘iiu dans un 
même plan. 

Conséquenees. 



Fig. (I. 


1" Deux mouvements rectilignes quelcompies se coiii- 
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binent en un inonveiiient em \ ilignc, qui a lieu dans le même 
|ilan. 

RéeiproqiiemenI, un inouvemeiil curviligne qui s’efl'ecUie 
dans un nièine plan peut loujours être remplacé par deux 
mouveiuenls rectilignes. 

2” .Supposons que le mobile ait trois mouvements recti- 
lignes dans des directions quelconques. Un peut remplacer 
deux d'entre eux par un mouvemeui curviligne de même 
plan, tel que la position est à cliaque instant déterminée 
par la construction parallélograminique précédente. Le 
troisième mouvement rectiligne peut être combiné avec ce 
mouvement curviligne, et ilonne ainsi un mouvement curvi- 
ligiuï tel ()ue la position à clia(|ue instant est ('gaiement üé- 
termimie par une construction parallélograminique. Les 
deux constructions consi'cutives, qui donnent la position 
due à la combinaison des trois mouvements rectilignes, re- 
viennent évidemment à une seule constiaiction, qui serait 
celle d’un parallélipipède dont les trois côtés seraient 
l(*s trois longueurs de droites parcourues en vertu des trois 
mouvements, (,‘onsidérés comme s’exerçant isolément. 

lieciproqueinent, un mouvement curviligne qui a lien 
d’une manière quelcomiue dans l’espace jieut toujours être 
remplacé par trois mouvements dirigifs suivant des droites 
(pielconi|ues. 

.‘5° Ln général, la position d’un mobile, diderminée par au - 
tant de mouveineiits rectilignes (iii’on b' voudra, s’obtiendra 
toujours par la construction pidygonale suivante : 

On pnmd une première longueur égale à celle qui est 
parcourue, au bout du tem|is considérii, en vertu du seul 
premier mouv('ment. 

l'ar rextremité de cette droite, on mène une seconde 
droite égale et parallèle à la longueur parcourue eu vertu 
du second mouvement; 

Par l’extri'iiiité de cette seconde droite, on mené nue troi- 
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droilP égiile «-t puriilléli! à la longHcui'parc'ouiTic pu 
VT’i'lii (lu li'oisièiiK; niuUY(‘iticiil ; et ain.'i de miO; pour fhaain 
des aiitiTS iiioiiveiiieiits. 

L’exlri'iiiiU; de; la diîrnièi't; droile ainsi inema’ l■(‘p^l'^s^‘ntp' 
la pusitioM oceiipiH; pap Ip inoliile sous riiifliipucp do tous 
ses iiiouveiueiils recliligiies combines. 

lll■ci|>^o(plcluelll, un luouvcuieul curviligne (pielconque 
p(!iil loujoiirs (‘‘Ire |■clnplac(• paraulanl de niouveincnls rec- 
tilignes (pi’on voudra, s’exciraiil sniMinl des di'oites quel- 
conques. 

/i" l’mir que la Irajecloii’c piovenaiil de la siirie des con- 
strnclions polygonales .soit une droite, il faut, comme dans 
le cas de deux mouvemeiils, que tous les ])olygones successifs 
soient .semblables entre eux, ou que tôiites les fonctions du 
temps, i|ui représentent respectivement la loi des divers 
monveinenis rectilignes, soient entre elles dans des rapports 
constants. 

Remarque. — Les mouvements rectilignes dont la com- 
binaison équivaut à un seul mouvement curviligne sont 
noininés inouremeiitii cumpomntit, et le mouvimieiit cur- 
viligne est nommé muiireuieiit ri'itiillani . Les propriétés 
pré(;édentes sont alors désignées collectivement sous le litre 
An loin de la coniponifiou eide la décomposition des mou- 
rements. 

Autres conséquences. 

61. — Nous allons déduire d’autres conséquences fort 
importantes, relatives aux vitesses. 

Nous avons vu plus haut que le mouvement résultant est 
rectiligne lorsque les fonctions-dû •temps, correspondant iiux 
divers mouvements rectilignes composants, sont entre elles 
dans des rapports constants. 

Il est visible que, nkiproquement, si le mouvement ré- 
sultant est rectiligne, les divers mouvements composants 

1 . 7 
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bout lois (|iu! les loncrions oui ciiln' clics des ritppoi ls con- 
slaiils: ce qui revient à dire que. loiil mouvemenl l■ecliliJ;ue 
peut être d<‘coiupos<‘ en aulaiil de niouveinenis reclili.qiies 
qu’on le voudra, lesquels sont tous lii's enli e eux et au inoii- 
venient doniK' par cette propri<‘té que les Ibnctions du temps 
n’y dilTèrenl (jne par la valeur d'un mnlli|)licalenr constant. 

Cela pos(-, voici les r(•sultals qui en découlent : 

1“ Si tous les niouveinents reclilignc's composants sont 
unirorines, c’est-à-dire si le moliile est animt- de diverses 
vitesses constantes dans des directions quelcompies, les 
Ibnctions du temps satisfont à la condition susdite, puis- 
qu’elles sont lontesde la forme x — \t. Donc le inonvemi'nt 
résultant est rectiligne et uniforme ; 

2" Si l’on ])rend des droites qui repr(*sentent en grandeur 
et en direction les vitesses des mouvements composants, et 
qu’on fasse avec ces droites la construction |)olygouale qu’on 
a déjà vue, la vitesse du mouvement résultant sera repr(‘- 
senléo en grandiuir et en direction par la droite meiu'c de 
l’origine du polygone, à l’extn'mité du dernier côté- ; ou , en 
d'autres termes, sera représentée par la droite (pii achève 
de fermer le polygone. 

3“ liéciproquement, une vitesse peut être lemplact'e par 
autant de vitessi's ipi’on le voudra, s’excirant dans des di- 
rections (pielconqueS. 

iV. B. On nomme vitexxex coinpoxantcx celU'S des mou- 
vements composants', et rilcxxe re'xn/tn/ile celle du mou- 
vement résultant. Les conséquences tpi’on vient de voir 
sont connues sons le nom de /utx de la niinpoxitioa et de 
la décailipoxitioii dex rilexxex. 

à" Si les vitesses eousidéri'es sont varialilcîs, les lois pre'*- 
cédentes ne s'appliipient pas moins intégralement. Car on 
sait cpic tout mouvement, ipiel qu'il soit, peulf'tre rem]>lacé 
par un mouvement uniforme, pendant nn temps infiniment 
petit (n° à), ce ipii revient à dire <pi on peut, pendant un 
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nioDicJii, consitlPHT clKU-nni! dos \ilossos coiiiiiio ouiisi:mto. 

Oi’ alors los lois do In ooinpositiou ol do la ddounipusiiioii 
sont applionMos. Doiio dos vilosses vnrialilos ont à tout 
iiisiaiil pour l■('•sulla^lo iiiio \ itoss(> reprosoiitéo par le deniior 
côlo du jinlygono construit avec les valeurs aoludlos do oos 
vUossos, ot ri'oipro(pioinoul. Sonloinoiil, dans ce cas, la vi- 
losM- n'sidtanio varie d’un iiioincnt à raiitro. 

Nous ajouterons f|iiel(|uos d('lails pour les cas do coiupii- 
sitiou ot do décomposition f|iü se pré-soiitenl le plus ^r(•- 
(|ueininonl. 

1" La résultante de doux vitesses est ecalc à la dianonalo 
du parallélogramino construit sur oés deux vitesses, et la 
résultante do trois vitesses est égale à la diagonale du paral- 
lélipipèdo construit sur ces trois vitesses. 

Etant donné les valeurs dos vitesses composantes et les 
angles tpi’ellos rorinoul entre ellt's, il est facile d’on déduire, 
par les tlié-oréini'S connus de la géométrie, la valeur de la 
vitesse r('•sultant<• et les angles fjii’elle Ibrine avec ses com- 
posantes, 

Réciprorpiement, étant donné la vitesse qu’on veut dé- 
composer, ainsi <pie les angles formés avec elle par les 
droites suivant lesquelles ou vont la décomposer, on obtient 
les valeurs des vitessj'S coinposautes. 

S° l.es cas les plus intéressants sont ceux oit leparallélo- • 
gramme et le paralbdipipède sont rectangles. 

Soient alors V une vitesse résultante, r, i/, et ?r les 3 vi- 
tesses composantes, «, A et c les 3 augli’s Ibrmés par V 
avec ses composantes. Les relations dont nous parlons 
deviennent : 

T e 1 n ' 

V cosa = -, cos A = cosc^y- 

Ou sait d’ailleurs qii’eiilre ii, l>,r, existe la relation Irigo- 
nomeiritpii' - ‘ ’ -• ' 

7. 
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cos’rt -j- cos’i H- cos’c = 1 ; 

relation qui est évideininont satisfaite dans les f ormules ci- 
dessus, puisqu’on a : 

, , V u’ IV^ »•-' ' ^ ^ 

COS=a-t-COs’t) -I- COS‘C -=ÿj>ÿ!+Y'j= ÿj yû— l- 

Proposition cinquième. 

(52. — La résultante de deii\ forces constantes, qui solli- 
citent simultanément un point inatériel*est représentée en 
grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme 
dont les denxcOtés représentent en grandeur et en direction 
les deux forces données. 

Soit M un point matériel, sollicité simultanément par 
deux forces constantes P et Q, qui sont .représentées en 

. grandf'iir et en direction 
par les deux longueurs 
M I! et M A. .le dis qu'une 
force unique R, représen- 
tée en grandeur et en di- 
rection par la diagonale 
MC du parallélogramme 
MBC.\, communiquera au point matériel le même mou- 
vement que l ensembledes deux forces PetQ; de telle sorte 
que, si ces dernières l’amènent au bout d’un certain temps 
en .M|, la force R, agissant seule, l’y amènera aussi au bout 
du môme temps. 

La position M, se dénumine, comme on sait, en construi- 
sant le parallélogramme dont les deux cêilés MM' «H Mil re- 
pr('‘senlent respectivement les longueurs que chacune des 
forces, agissant seule, ferait parcourir an mobile pendant le 
temps considéré. C’<'sl là, en effet, une application de la pro- 
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posilioii IV', puisque diacune des deux forces P cl Q, élaiu 
constante eu grandeur et eu direction, coinniuniiiuerait uu 
certain inouYcnient rectiligne ; d'où il suit que le mouve- 
ment dn à la combinaison des deux forces est précisément 
ce (|ue nous avons nommé mouvement résultant de deux 
mouvements rectilignes. , 

Jedis, eu prcm ier lieu, que celte position M, est sur le pro- 
longement dt' la diagonale MC, ou (|ue les côu'-s du paral- 
lélogramme M.M’M,H sont proportionnels aux cotés du 
parallélogramnn; MHCA. C’est ce (|ui ressort dt; la démon- 
stration donnée an n° S.S, ou l’on a vu (|ue les forces con- 
stantes sont proportionnelles aux espaces qu’elles font par- 
wurir à un même point matériel pendant le même temps : 
donc les longueurs .MM' et MH sont proportionnelles aux 
forces P et Q, et, par suite, aux longueurs M B et M.V qui 
représentent ces forces. 

Cela post-, nous devons prouver que la force 11, agissant 
seule, amènerait le mobile au même point M,. En effet, une 
force constante, capable de ce mouvement, devrait : 1“ être 
dirigée suivant MM,: 2" avoir, avec les forces P et Q, le 
même rapport qui existe entre MM,, MM' et .MH, puisque 
ces trois longueurs sont celles que font parcourir respecti- 
vement trois forces constantes au bout du même temps. La 
.force en question aurait donc aussi, avec les forces P et Q, 
le même rap|)ort ([ui existe entre AlC, .MB et AI.V. Donc 
enfin celte force en question est précisément celle qui est 
représentée en grandeur et en dmeclion par la diagonale 
MC du parallélogramme MBCA. 

Remarque . — II ressort de la même démonstration que le 
mouvement résultant de l’action des deux forces P et Q est 
un mouvement rectiligne, comme chacun des mouvements 
composants. 

Autre remarque. — Celle déanonslralion s’appli<|uerail 
encoresi lepoinlM, en nièinetemps qu’il est sollicité parles 
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deux forces, étail e?i oiiCre aniiiK- d'une eeilaine vitesse dans 
une direction <|ucloüiiqiie. (’ar on sait, d’après la .‘5" loi fon- 
dainenlalc, qu'une translation quclcoiu)ue est sans inllueiice 
sur les inouvenicuts particuliers. On pourrait donc imaginer 
un second point niati'riel, à côte du premier, l't aiiiim’- de la 
même vitesse que lui. F>e mou veinent (pie le point donné 
prendrait par raïqiort à l'autre, et i|ui S(>rait di'i nni(|Ueinent 
àTactiou des deux lorci>s, ne serait pas intlucncé (lar cette 
vitesse commune. On recourrait alors à la demonstraiion 
précédente, et on pourrait remplacer les deux forces par la 
diagonale de leur parallélogramme. Quant à la trajectoire 
effective de ce point matcriul, elle ne serait pins rectiligne, 
puisqu’elle serait déterminée, non-seulement par la force ré- 
sultante, mais aussi par une certaine vitesse. Le mouvement 
particulier dû à la rt‘sultanteesl luen reetiligne, maisie mou- 
vement qui provient de sa comitinaison avec celui (|ui est iln 
à la vitesse est curviligne; cette trajiîctoire est d’ailleurs ini- 
cessairement contenue dans un même plan, d'après ce. ([ui a 
élé dit à ce sujet au n° fiO. ’ • 

CoHgf'qUfittCVS . 

1” Deux forces constantes peuvent toiijour.s être rempla- 
ct'-es par une seule, située dans le meme plan. Réciproque- 
ment, une force constante peut toiijoui-s éti’c remplacée par» 
deux autres, situées dans le même plan. 

2“ Siipposons que le point matériid soit sollicité par trois 
forces constantes, dans des directions (|uelcon((ues. Un peut 
remplacer deux d'enti’c (dics par leur r('Siiltante, et cette ri^ 
siiltaiite, avec la troisième, peuvent (•gaiement être rempla- 
cées jiar une nouvelle résultante, la(|uelle n’est autre, d’api-es 
ces deux constructions successives, que la diagonale du pa- 
rallélipipèdc (pi’oii mirait tout d’abord construit sur l(*s trois 
forces données. 

Réciproqncincnt, une force constante peut toujours être 
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remplac<:e pai\trois anUes dirigiies d’iiao manière quelcon- 
que dans l’espactî. 

3" Eu général, la résuUanle d’anlanldc forces constanies 
qu'un le .voudra s'ulHiendra toujours par la cuustrucliou 
polygonale suivaiilc ; 

Un prend une première longueur, qui repn‘.sente en gran- 
deur la première force donnée ; 

Par l’extrémité de cette droite , ou mène une seconde 
droite égale et parallèle à celle qui l■eprésenle la seconde 
force : 

^ . t 

Par l’extrémité de celte seconde droite, on mène une troi- 
sième droite égale et parallèle à celle (jui représente la troi- 
sième force ; 

Et ainsi de suite pour chacune des autres forces domiées. 

L'extrémité de la dernière droite ainsi menée, jointe à 
l'origine de la première, forme une longueur (pii représente 
en grandeur et en direction la résultante de toutes les forces, 
c’est-à-dire une force, unique capable de coiuuuiniquer au 
point matériel exactement le im nie mouvement qu'il, pren- 
drait sous l’action de toutes les forces combinées. 

Il est à remarquer que ce mouvement est ('ssentiellement 
rectiligne , puisque- les pulygou(‘s ipi’on cunstruii'ait pour 
avoir la position du mobile à tout instant sont semblables 
entre eux, comme ayant leurs e('^l('•s resjiectivtmient propor- 
tionnels aux forces constantes données. 

UéciproquemenI, une force constante peut toujours être 
remplacée par autant de forces constantes qn’on voudra, 
dirigées d’une manière quelconque dans l’esiiace. 

liemarque. — Ou peut construire une inliiiité de poly- 
gones qui aient tous le dernier cédé commun. La force re- 
pn'-seutée par ce dernier côté sera toujours lu résultante des 
forces repr(''sentées par les autres ciilés. D’oii il ressort 
(pi'uneinlinité de systèmes de forces constantes sont suscep- 
tibles d'avoir la im'uiie résultanle. Il snilit pour cela que 
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chaciiii des polygoues couslriiils pour ces divers systèmes 
parte du niêiiie point et aboutisse au iiième puiiit. Ainsi, un 
point matériel [leut être solliciu* par uneiiilinité de systèmes 
de l'orces constantes, <pii soient tous éipiivalcnts entre eux, 
c’est-à-dire ipii produisent tous le même mouvement. 

./utre renuir<itic. — Si le point matériel, en même temps 
qu’il est soumis à l’action de diverses forces constantes, se 
trouvait animé d'une certaine vitesse acquise, toutes les con- 
séquences précédentes subsisteraient encore. Il y aurait 
simplement à remarquer que le mouvement defniitirne serait 
plus rectiligne , puis<|u’il serait déterminé non-senlement 
par la force constante unique, qui est la résultante de tontes 
les autres, mais aussi |»ar une certaitie vitesse noti dirigée 
en gémd'al stiivatU la même ligtu; droite, (’.e mouvement dé- 
(iiiitif est d’ailleurs nécessairement situé dans le plan de la 
vitesse initiale et de la force résultante. 

i\. b. LesJorces que l’on combine sont nommées compa- 
»ante», et les résultats ci-dessus sont pré'sentés sons le titiv 
de loin f/e la vomponilioa et de la deciinipoxi/ioii dex forcex 
cimxianlex. 


. Iiiirex riiiixc'ijiicfieex. 


C.3. — Supposons tietuellement rpie les forces doiltiées, ati 
lieu d'être constantes en grandeur et eu direction pendant 
toute la durée de leur action, varient au contraire perpi;- 
tnellement avec le temps. 

i\oiis avons vu que le mouvement du à l’itne des forces 
variables jteut être considéré comme la limite du inouve- 
inent constitué par une siiecessiuii de mouvements unifor- 
mément actaderés , de durées indélinimetit décroissantes 
(n“ 58) ; ce qui rev ient à dire, en termes plus abri'gés, que 
la force variable peut être considérée, à un inornenKpiel- 
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<'ODquv,> comme constante en grandeur et en direction pen- 
dant un temps infininient petit. 

On peut donc, à un moment (pielcompie, rechercher la 
résultante des forces variables : celles-ci sont alors conçues 
comme gardant, pendant un temps inriniment court, la 
grandeur et la directiou qu’elles possèdent effectivement à 
l'instant considéré. Les raisonuenicuts du numéro qui pré- 
cède, appliqués à ce cas, montrent que toutes ces forces va- 
riables iH'iivetil être remplacées par une force unique, qui 
demeurerait constante pendant un temps inliniment petit, et 
qui serait représentée en grandeur et en directiou par le 
dernier côté qui ferme le polygone construit sur les lon- 
guetirs représentatives des forces données. 

A toute autre époque du mouvement la résultante s’obtien- 
drait de la même manière, mais u'aurait pas la même va- 
leur, car les côtés du nouveau polygotie, représentant les 
grandeurs et les directions des forces à ce nouvel instant, 
UC seraient plus les mêmes, puisque ces forces varient d’un 
moment à l’autre. Par suite, le dernier côtér de ce polygone 
attrait une longueur et une situation dilTércntes. 

En résumi'-, quand on parle de la résultante de forces va- 
riables, il faut etilendre que cette résultante est une force 
(|ui varie sans cesse, conjointement avec, les composantes 
elles-mêmes, et t|uc sa valeur et sa direction sont domiées à 
tout moment par la construction polygonale eiïectuée pour 
les valeurs des composantes à ce même mometit. 

Il n'eu découle pas moins : 

1° Qu’autant de forces variables qu’on voudra, qui solli- 
citent simultanément un point matériel, peuvent, pendaiil 
toute la durée de leur action, être remplacées par une force 
unique, i|ui varie elle-même ett correspondance des compo- 
santes ; 

2" Qu’une force variable quelconque peut être remplacée, 
pendant toute la durée de son action, par autant de Ibn es 
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\:iriubltis qii'oii voudra, dirigées d'une iiuiuièn^ quelconque 
dans respaco, et nolaïuiiieiil par trois forces variables cous- 
laiumciil dirigées suivant trois droites clioisics arbitraire- 
lueiil (|ui se coupent eu un itièine |>üiiit. . . 

A. lî. Ou ne pourrait pas rciuplacer une force variable 
par deux uulren jurvex neulemeul , dirigées constaniiueul 
suivaul les luéuies droites; car une telle décomposition, 
qui-eorrespond au parallélogranune, exige que la r(-sultante 
soit dans le luéine plan (pie les deux composantes, taudis 
(|ue la force considérée, étant variable de direction, m; peut 
rester dans un mi''ine plan avec les deux droites choisies 
pour la décoinposition ; dilliculte ipii n'(‘xiste plus quand un 
prend truix droites, puisque la diagonale du parallélipipède, 
qui correspond à la résultante, |ieut avoir toutes sortes de 
diriuHions dans l'espace. 

Il ressort encore de là ; 

3" Qu’il y a une iuliuité de systèmes é(piivaleuts de forces 
variables ipii peuvent solliciter un point mati’-riel ; 

k" Que loiil moiireuienl d’un point peut f'tre envisagé 
comme dû à l’action d’une força? unique. En ett’et, ce mou- 
vement, quel ipi’il soit, p(?iit être remplacé par trois moiive- 
inents rectilignes variiis, suivant trois droites qui se coupent, 
(diacnn de ces mouvimients rectilignes peut être produit par 
une force iiuiqiie, variable de grandeur, dirigtie suivant la 
droite du mouvement, et dont la valeur à chaque instant est 
didermini'e par la relation : 

dr 

en appelant r la viUïsse de ce mouvement rectiligne (n" 58). 
Ur, les trois forces variables i|u’on a ainsi peuvent être rem- 
plac(a?s par uin? force variable nniipie ; 

5“ Que, lorsqu’on cherche les forci's ipii sont capables 
d'engendrer le inouvinnent elVectif d’un point matériel, le 
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piTiWéine, f(inforinpniPi)t n cp t|iti a «-u* aniiotirp an n" 5 1 , 
psl m'i-essaimnenl inriplemiiiié, on ce sens (ju’il y a iiiio in- 
(iiiilo de syslènios de forces puiivanl |irodiiiro ce nioiivomonl ; 
mais tous ces systèmes ont une même rêsidtaiiio, et ce <|ii’on 
Se pro|)üse d<? ilê'termimT, c'est pri'cisi'Mfient celle rêsnilanle 
miii|iie, d’uii tons les antres systèmes l•(|Mivnlents se diMlni- 
sent (‘Msuite aisément par des constrm'Iions (xdyffonaU'sdont 
la siisdiK" rt''sidiaiite forme le dernier côlêv 
" W. II. Ja'x loi» delà roinpoxi/ioti et de lu déeomponition 
des forees eous/au/es s'appliqni'iit donc intégralement tni.r 
l'wces l ariiil/les, considérées à nn moment qnelcomine de 
leur action. 

f On fait un «sage fré<(uent des formules relatives à la d('■- 
coinposilion d’une force unique, constante on varialde, en 
trois antres, dirigées suivant trois droites r<‘ctangulaires. Iles 
formules, cutièrcmeiit scmblablos à ci'lles cpii eonei-rneni 
les vitesses, sont les suivantes ; 

I’ = y/xM-Y’-f 7.’, cosx=^, coso=j,, cos 7 =:^; 

dans lesquelles P est la forci! unique, X,Y,Zses trois com- 
posantes, et 3t,o,y les angles (pi’elle forme avec elles. 

-/ Il f res eoii se'i/ ne» ces. 

(iù. — Deux sy.stèmes de forces équivalents, apprupiés en 
sens contraire sur un même point maii-riel, se font éipiilibre. 
.le veux dire par là(|U<', si deux groupes de forci's sont sépa- 
r('■ment capables de commiLuiquer b* même mouvement à un 
point maliniel, et qu’on vienne à apiiliipier ('es deux groupes 
simultanément, en ayant soin de faire agir chaque force de 
run d’eux en sens contraire de sa direction primitive, le point 
matériel ne sera pas influence par la inésence de i'cs dc'ux 
groupes, qui s’enire-di’truiront exactement. 
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En effet, les d<nix ftroupes primitifs, étant équivalents, 
peuvent être remplacés par une inéine ré-sultante unique, 
laquelle est le côu- commun des deux polygones correspon- 
dant aux deux groupes de forces. Si actuellement on prend 
<‘ii sens contraire toutes les forces de l’un d’eux, et qu’on 
recoinnience la construction polygonale correspondant à 
cette nouvelle situation, on l'etomliera sur un polygone égal 
au précédent, mais parfaitement symétri(pie, et dont le der- 
nier côl(* sera égal et opposé au dernier côté iléjà trouvé. 

'‘U 

Les deux groupes en question, apprupiés en sens contraires, 
ont donc des ri'‘snllaiues ^•galeset opposées, lesquelles s’en- 
tre-déiruiseiU iK'i-e.ssairemenl 'n“ 22\ 

,\insi se trouva! d(’'monln- le tin'-orème «pK* nous énoncions 
et qui renferme toute la xUitique dci forccx coticoiirrinitf*, 
c’est-à-dire tontes les propositions relatives aux conditions 
d’équilibre (pie doivent remplir des forces appliquées à un 
même jioinl matériel pour être sans inHuence sur le mouve- 
ment de ce point. Il est aisé d’en déduire les n'-snltats sui- 
vants : 

1® Lorsciue des forces se l'ont (‘quilibre sur un point ma- 
tériel, leur r(‘sultante totale est nulle, et l’une quelconque 
d’entre elles est égale et direi’teme ni oppo.S('*c à la r<'sul- 
tante de toutes les autres. C.ar les forces données, moins 
une, peuvent être considérées comme constituant un sys- 
tème <-(piivalent et de sens contraire à celle dernière force, 
ür ce système est réductible à une force iiniipie : celle ré- 
sultante est donc égale et opposée à la force laissée de coté. 

2° Quand les forces en équilibre sont au nombre de trois, 
chacune d’elles est égale et directement opposi'-e à la diago- 
nale du parallélogramme construit sur les deux autres. 
D'où il suit (pie, si deux des trois forces sont (égales, la direc- 
tion de la troisième est bissectrice de leur angle, et (pie, si 
les trois forces sont égales, l’angle de deux qiielcompies 
d’entre elles l'St (‘gai au tiers de ipiatre angles droits on à 
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120". — Dans Ions les cas, les trois Ibrcesoii équilibre sont 
dans un niêine |)lan. 

3" Lors([ue(|nairc forces sont en «•iiiiilibre, chacune d'elles 
(!Sl é"ale et direcleinent opposée à la diagonale du parallé- 
lipipéde constrnit sur les trois antres. 

Tons ces énoncés s’appliquent évidemiiienl aux forces va- 
riables aussi bien qu’aux forces constantes. Il est seulement 
bien entendu que toutes les forces variables sont prises à un 
même instant de leur durée. 

65. — .M. Poinsüt, dans son Traité de italique si juste- 
ment célèbre, a entrepris de démontrer tontes les proposi- 
tions de l’équilibre, et en particulier celles que nous venons 
de présenter, sans s’appuyer sur les lois fondamentales du 
mouvement. Dans notre exposition, la fdiation est facile à 
saisir, puisque les vérités de l’équilibre sont déduites de la 
composition des forces, hnpielle dérive du parallélogramme 
des forces, qui n’est lui-même qu’une application directe de 
la troisième loi fondamentale. Le grand géomètre que nous 
citons, privé volontairement de la base expérimentale, éta- 
blit la proposition du parallélogramme des forces par des 
consith'-rations purement abstraites, dont rinsnilisancc est et 
doit être manifeste, comme on va s’en convaincre. 

Pour montrer que deux forces qui sollicitent simultané- 
ment un point matériel ont toujours une ré'sultantc, M. Poin- 
sot s’ex[irime ainsi* : 

« On conçoit bien qu’une troisième force, appliqni-e con- 
« venablement an même point, pourrait faire équilibre aux 
« deux forces données; car, en vertu des efforts combinés 
« de celles-ci, le point matériel tend à quitter le lieu où il 
« est. Or il ne peut x’ échapper que d’un neuf ràté, et par 
« conséquent, si l’on upplii|uc une force convenable, en 
(I sens contraire, ce point demeurera en équilibre. Les trois 

‘ Élémenis df Slali'iue, [lage t*. 


Digitized by Google 



no 


UVHE U. — POINT MATÉRIEL. 


<i lüi'a's étant iliiisi en <'(|Milibre autour ilecit point, la loreC 
« qu’on a introduite est égale et directement opposcie à la 
« résultante des deux autres. Donc deux l'orces qui coueou- 
« renl ont une rc'sultinte. » 

L'invalidité de cette argunienialiou est seiisilile ; car, de ce 
(|UC le ptiiiil matériel ne peut /échapper i/ue d'un neu! 
côté, pourquoi conclure (pi’tiue force unique, eu sens con- 
traire, l(> luaintieudra au repos? \ous u’avous aucune idé*e, 
à priori, du inonveuHml (]iii peut être jtroduit par l'action 
siiuiiltauée de deux forces, et nous .sommes eu droit de peii- 
scf que ce inouvemenl, (pie deux forces produisent, deux 
forces aussi sont lUMtessaires iiour l’empéchcr. Eu sorte que 
la seule iudnclioii ipii semhle évidente, eu dehors de l'expé- 
rieiice, c'est (|ue deux antres forces, respectivemeul (“gales 
cl oppos(à;s aux deux forces données, inettrout le point ma- 
tériel eu écpiilihre. .Mlirmer (pi’uue force unique est capable 
de (!ct eU'et, c'est admettre implicitement <pie le mouvement 
(|uelcoiique, que la force uuiipie doit empêcher, pourrait 
être réalisé lui-méuie par une force uuiipie. En d’autres 
termes, c’est adiuetlre que les deux forces douuées oui une 
r('“.Millaule, viirité qu'il s'agit justement de démontrer. 

Il y a plus, c’cfl (pie rargiimeiitation éi-dessus, appliipKie 
à d'aiiti'es cas, conduirait tout aussi légilijuement à dc's r(■•- 
siillats absolumeut faux. Prenons eu (“IVel un point matériel 
ipii, en vertu d’une cause (pielcoiiqne, parcourt une ligne 
droite. Qii’esl-ce qui nous empi'clie, en considérant le jioini 
à une époque (pielconipie, de reproduire le meme raisoune- 
iiieut et de dire : « Ce point, en vertu de sou niouvemeiit, 
<• tend à (piitler le lieu où il est acluellemeut; mais il ne 
« s'('“cliappe que d’iiii seul côli'i par coiisiapieiit, si l’on ap- 
" pliipie une force convenable eu sens contraire, il demeii- 
« rera eu (-ipiilibre. » Or, pri'cisément, il ii’y a pas de force 
an inonde ipii puisse enipéclier le point de s'iùdiapper du 
col('“où il s’i'cliappe elléctivemenl j car, pour cela, il faudrait 
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déli'iiiiv s:t vit(!ss<‘ Rpliiellc, et aucmie force tic peut délruiri' 
eelt(‘ vitesse avant (|iie le point n’ait en le temps de quitter, 
si peu d’ailleiirs qu’on le vottdra, la position où on l’a eonsi- 
d('-ré. Pour faire usage de rurgmnent, il faut donc spécilier 
que ce n’est pas la tendance (inelcnnque tpie petit avoir le 
point à quitter le lieit où il se trouve, tuais tpte c’est seule- 
ment la tendance upecia/c due à rinfluence des forces qui 
le sollicitent. De telles distinctions reviennent à l'airti appel 
à tottles les notions expêrimetilales (jite nous avons dt'jà 
exposées. 


l*ropoMUioii sKième. 

6t). — Si l’on projette sur iitie droite le mouveinetU quel- 
conque d’un point matériel, ainsi que la force (|ui le solli- 
cite, il existe entre l’accéltM'atioii et la force de ce inoiive- 
inenl ainsi projeté, la même relation qu’entre l’accéléraiioti 
et la force d’un inouvetnent absolu en ligne droite ; c’esl-à- 
dire que la projection de la force est égale ii la niasse multi- 
pliée par l’atH;élération de la projection de la vitesse. 

Il appelons d’abord quelques définitions de la géoim'trie. 

On nomme pro/ectiun d’un point sur une droite le pied 
de la ligne menée de ce point à celte droite, parallèleinent 
à un plan donné dit plan directeur. La projection d'une 
droite sur une atitre est la longueur comprise sur cette der- 
nière entre les projections de ses deux extré'iuilés. 

Les projections sont dites orthofjonaleK lorsque le plan 
directeur est pm’pendiculaire à la droite : dans tous les au- 
tres cas, c’est-à-dire quand le plan fait un angle qiielcompie 
avec la droite, les projections sont ohlii/ucx. 

Happelons enfin que la projection d'iim.' longueur sur une 
droite est la même si on relVccltie sur toute aittre di-oite pa- 
rallèle. 
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C'.cla pos(!, soit A s la com be quelconque dccrile par le 
point inaléi'iel, elMsa position à un cerlain nionicnl. .Soit 

an lin nie numient M T'cl 
■M P deux longueurs re- 
|>rcsenlanl en grandeur et 
en direction, l'une la vi- 
tesse V du mobile, l'autre 
la force P qui agit sur lui : 
— la vitesse est dirigée, 
coinine on sait, suivant lu 


4 


zi 


S 

fl ^ 






Il ! 

1 

A 

' 1 
1 1 

1 


i k 


ji 


l iK. 0. 


Soit enlin L 11 la droite 
ipielconqiie sur laquelle 
le mobile est projclé à 
chaque instant, parallèle- 
ment à un |)lan donné. 

A rinslant considéré-, la projecliou de 1a vitesse V du point 
atériel a une certaine valeur U, et par suite l’accélérutioii 
à ce meme instant du mouvement projetéest représentée par 

~ ; pareillement la projection p A de la force P a une ccr- 

laiiip valeur Qj je dis cpie, m étant la masse du mobile, on 
aura la relation 


Kn effet, par l'origine O du mouvement , menons une 
droite OX parallèle à LH, et un plan DD parallèle au plan 
directeur. 

Dans ce plan, traçons deux droites quelconques OY et OZ. 

Un peut considérer l<! mouveinenl du point matériel 
comme dû à trois mouvements rectilignes, s’exerçant res- 
pectivmnent suivant OX, OY et OZ (ir 60); an point M, la 
vitesse V du mobile est la résultante de trois vitesses diri- 
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g('es siiiv:iiil cos lll(•InL■s ciroiles, el I:i l■<‘Ullion qui existe entre 
la vitesse V et les vitesses composantes, c'est que la première 
est la diagonali* du parallélipipéde construit sur les trois 
HUlres (ir (il). Or, prendre le côté du parallélipipéde dirigé, 
suivant OX revient prcciséiiieiU a ()i-ojeter sur lui lu diago- 
nale, parallèlement à la' face qui contient les deux autres 
côt<'-s, c’est-à-dire parallèlement au plan DD. D'où ressort, 
soit dit en passant, que les composantes d’une vitesse ne 
sont autre chose que ses projections, estimées de la même 
manière. En second lieu, la force P a également pour com- 
posantes trois autres forces dirigées suivant les mêmes 
droites OX, OY, OZ ; la composition s’elfectne aussi par une 
cüiistruction parallélipipiùliqiie, qui montre que les compo- 
santes d’une force ne sont autre chose que ses projections. 

r.es deux points établis, nous savons que chacun des trois 
nionvements rectilignes s'exerce comme s’il était absolument 
seul et ind(‘pendant des deux autres. Or, pour le mouvement 
rectiligne suivant OX, comme en général pour un mouve- 
nient rectiligne quelconque, la force est égale à la masse 
multipliée par raccého'ation (n" 56). Mais cette accélération 

. , . rfU . , . . , 

est égalé a , puisque les projections d une longueur sont 

les mêmes sur la droite L H on sur la droite parallèle O X. 
Semblablement, la force de ce mouvemenl rectiligne est 
égale a Q. Donc on a la relation 


O = »« 


lit 


Remarque*. 


1” Ce théorème n’est que la généi alisation de celui qui 
avait été démontré spécialement pour le mouvement recti- 
ligne. Il est d’ailleurs évident ipi'il le contient comme cas 
I. 8 
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p.nrliciilior ; car, si le moUYemcnt csl rectiligne, (;t qu'ou 
prenne les projections sur lu droite de ce nioiivemeiit lui- 
même, U n’est auti’c chose que V, et Q n’est autre chose 

que P. Par suite , la relation Q=wt ^ n’est autre chose qqp 

. . • n d\ 

la relation connue P=»n-^ . 

2” Quelle que soit la position des deux droites 0 Y et O Z, 
pourvu (|u’on les ait menées dans le plaiiDl), les valeurs de 
la composante de la vitesse et de la composante de la force 
suivant OX ne sont nullement changées. Car, dans le pural- 
lélipipède dont la diagonale est constante , la longueur d’un 
cété quelconque ne change pas, pourv u que la face des deux 
autres cûtés garde la même inclinaison. La valeur des com- 
posantes suivant O Y et ÜZ varie, il est vrai, avec la direction 
de ces lignes ; mais la résultante partielle de ces deux com- 
posantes reste la même. 

3° Nous n’avons parlé que d’une tettle force appliquée 
au mobile ; mais la proposition n’en a pas moins une entière 
généralité ; car, s'il y a des forces en nombre quelconque, ou 
peut toujours les remplacer par leur résultante unique. 

Antre remarque. — Si la vitesse variable V est à un ins- 
tant donné la résultante de plusieurs vitesses r,r', »".... fai- 
sant avec la droite UX des angles respectifs a, a', a", on 
aura à cetinstant U=pcos«-f-r'coso'-|-r''coso''-|-..., parce 
qu’on sait, d’après la géométrie, que 1a projection du dernier 
côté d’un polygone est égale à la somme algébrique des pro- 
jections de tous les autres côtés. Donc on aura aussi 


dV d{vcosa) d {v' cosu') <f (e"cos a") 

dt dl dl dl 


Mais ch.aeune de ces quantités représente l’accélération de 
chacune des vitesses projetées; donc l’accéléi'ation delà 
vitesse totale projetée est égale à la somme algébrique des 
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acT(‘lt‘i aliuiis îles vitesses eoniposaiilcs é(;aloiucnt projetiH^'S. 

Donc aussi la force projet«’e O, (pii est égale à , est 

égale à la niasse imiltipliée par cliacime des accéléralions 
des vitesses composantes projetées. 


('oiixt'qiicticfx. 


67. — 1“ Supposons qii'oii prenne les projections sur la 
direction de la taiiguntc .M T à la courbe, paialUdemenl à 

un plan perpendiculaire à 
celte di oite. La projection U 
de la vitesse n'est autre (pie 
celte vitesse V elle- même. 
Quant à la projection Q de la 
force, on peut la considérer 
comme une des composantes 
de celle force (pi 'ou aurait 
décomposée eu deux autres : l’une suivant cette tangente, 
l'autre suivant rinlcrsection du plan TM P avec un plan pa- 
rallèle au plan directeur, mené par le point M. La coni|)o- 
sanle suivant MT est iiomiiu'C comiiosante fangriitie/te , 
et l’autre composante nonnule. En désignant, suivant les 
usages adoptés, la composante tangentielle jiar T, la rela- 

. , , „ </U, • , 

tion generale Q = wt-^ devient : 

,,, d\ . . 

1=».^; (U) 

relation qui est précisément celle qui aurait lieu pour un 
niouvenieiil rectiligne, dont la vitesse serait la vitesse ed'ec- 
live du mobile sur sa liajecloirc curviligne, et la force une 
composante, prise à chaque instant siiivaiil la tangente, de 
la foi ce ciïeclive appliquée à ce mobile, 
s. 
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Il ni ni.siilti' : 

(>tic lit vilnisc (lu mobile mit lu eom’be est. due unkjue- 
ineiil ù la eomposaiite laiigeiitielle, et par suite tpie la Ion- 
ffueiir (le l'are pareoiirn au bout d’uii temps (lueleoiupie est 
«■gale à la longueur de droite qui serait décrite dans un mou- 
vement reeliligne, sous riuflueiiec d'une force rcpi'ésentéc à 
cliaque instant par la valeur numérique de cette composante 
taiigentielle. 

2" Prenons actuellement les i>rojeetions sur la direction 
de cette deuxième composante ipie nous avons appelée 
normale. 

Kemarquons d'abord que cette composante est située dans 
le plan osculaleiir de la courbe au point ]\1 , e'esl-à-diie 
dans le |>lan (|ui contii'iit à la fois la tangente MT et l’élé- 
inenl de combe inriniment petit ipii fait suite au point M. 
('.'est ce (pii ressort de ce (pie la susdite normale est (;onte- 
nue, par liypothèse, dans le plan mené par la droite MT et 
par la direction de la force P; car un tel plan conlieiit né- 
cessaireniciu rélémenl de courbe suivant. Cet élément est 
en effet la ligne du mouvement résultant (pii a pour moiive- 
meuts composants peudaiil l'instant th : 1" le mouvement 
dit à la vitesse V ; 2“ le mouvement di'i à l'action de la force P; 
or la composition a lieu par un parallélogramme inlinimenl 
petit, dans lequel 1a diagonale, qui est la ligne du mou- 
vemeiil ■'('■snltant, est située dans le plan des deux autres 

C(H(’S. 


Ca’la pos(-, voyons (piellcs sont les valeurs des projections 
de la vitesse et de la force sur cette droite normale. 

J..a projection de la force n'est autre, avons-nous dit, que 
sa d(uixième composante, que nous repiesenterons par X. 
Quant à raccclératioii de la vitesse projetée, elle prend la 

foi’ine 1 puisque la projection de la vitesse est nulle sur 


une droite pei'pendiciilaire à sa direction. Mais, de ce que 
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eetle ppojcction pst niillp, il ne sViisuit pas que son arcélê- 
raiioii ou la liinilc du rapport de son accruisspnipiii au 
temps soit pRaloineul nulle. Pour trouver ee rap|M>i'l limite, 
employons une uiêlliode fort usitée, qui consiste à prendre 
la projection sur nue droite M N' un jx‘u diflérente de .M N, 
et à voir ce que devient la «piautité quand celte droite se 
confond avec MiV. Soit y, rau"l(‘ que fait la vilc'sse avec M X'. 
La projection est alors V cos y, et l’acct-leraliou, par rap- 
port à la droite .MX', est 


(1) 


it (V cos y) 

W 


f/V „ d cos y 
: cos y -7- -f- V — ; — 
dt dt 


Or, si l’on mène trois axes reclangulaires qiudconques, 
auxquels on suppose que la courbe soit };<'omélriqiiement 
rapporlt’C, et si l’on représente par/,', p.' et 'j b‘s liois angles 
de iMX’' avec ces axes, on sait, d’après les lliéuièmes de la 
géométrie, (jii'on a 


dx . , 
cos y = -p- cos /. 
ds 


-\r ^ COS P -t- — cos V , 


ds 


et, par suite : 





,dx 

d -r- 



d cos y 

. , ds 

, lU 

, ds 

“rft ■ ~ 

cos /. — 7- 
dl 

+ cos P 

- f- cos > — . — • 
(il 


Or, dans le second membre de cette égalité, on peut, d’a- 
près le principe bien connu du cbaiigemeut de variable iu- 

,dx .dx 

dx dx dx 1 • 

dépendante, renip lacer par ^ meme 


pour les deux autres termes. 


Const'queminent 

f (I.C 

d‘% 


d co s y ds I 

di dt \ 

./ils , 

, ds 


, 1,11^ A — ï T” C/. — Z — “I- Cl».'* 

l ds ' ds 

fit 
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On a vu en p-omélric iine, pour nn point quelconque U’nne 
courbe, on a entre les coordonnées de ce point, la longueur 
du rayon de courbure p, et les angles X, a, v de ce rayon 
avec les axes, les relations : 


co s X 


,llx 
^ ils' 


cos U = 


/y 

as 
ds ’ 


co s v=c 


A 

ds 


d’où 



ds 


1 

= — co s /; 

f 



1 

— cos ix; 

P ■ 



1 

= cos V. 


P 


Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation (2) ci-dessus, 
il vient : 

d cos r, i ds , . . . • , . , , 

— J — =— T ( cos /. cos /. -t- cos a cos U + cos V cos V ) 
de fj dt ^ ’ I r ' ! 


l’ar suite, la relation (1) se change en la suivante, en re- 

ds 

marquant d’ailleurs que par définition ^ = V; 


d (V rnsy,) 
dt~' 


ds V 


cosr; (cosX cos X' |- cos u. cos cos v cos v'). 


Actuellement, si l’on suppose que la droite M N' se con- 
fond avec ;\1 N, les angles X', •/, ne sont autres que ceux 

(jue fait celte dcrnièri' droite avec les mêmes axes coordon- 
nés; mais cette droite, qui est située à la fois dans le plan 
osculateur et dans le plan normal à la courbe mené par le 
point M, est pécisénient le rayon de courbure, et fait par 
consr-quent avec les axes des angles X, p., v. Donc, à la li- 
mite, quand la projection est prise par rapport à la direction 
di; la composante normale MX, on a : 

cos r, = 0, X' = X, a ~ U, 'J = v , 
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et conspqucinincnl 

d(0)_ V’ 
rft ~ P ’■ 

puisque la quantité cos* À + cos* u-t- cos* v = l,i 

Ainsi la valcui' üc la couiposante normale N est liéq à lu 
vitesse par la relation : 

V* 

N = m — . {b) 

? 

Ce qui nous montre : 

1° Que, pour une vitesse déterminée, la valeur du rayon de 
coiii'burc , c’est-à-dire la courbure de la trajectoire quel- 
conque elTectivemenl décrite par le mobile dépend unique- 
ment de la valeur de la composante normale, dont l’action 
consiste à produire l’inflexion successive des éléments de la 
courbe ; 

2‘ Que, lorsque cette composante est nulle, le rayon de 
courbure est infini, et par suite le mouvement s’elTectMC en 
ligne droite ; ce qui doit être, puisque l’Iiypotlièse d’une com- 
posante normale mille revient à dire que la force est dirigée 
dans le sens même du mouvement; 

3“ Que, lorsque celte composante est constante, la quan- 
V* 

lité — est constante aussi : si donc la vitesse ne varie pas, 
P . 

P est constant, et la courbe décrite est nécessairement un 
cercle. 

68. — Ce (pii précède jette un grand jour sur le rôle de la 
force qui sollicite un point matériel , dans un mouvement 
quelconque. On voit en elfet que celte force, quelle que soit 
d’ailleurs sa direction par rapport à la courbe décrite, peut, 
à cbaque liistaiil, être remplacée par deux autres, situées 
dans le inênu* plan et dirigées, l’une suivant la tangciite à 
la courbe, à l’insiaut considéré, et l’autre vers le centre de la 
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(diii'lic 011 suivniit sou ruvoii <lt; cunrburo. <.i\s douxeompo- 
s.'iiilos, laiigPiilR'llo 01 iioniialc, cüiisIiUK'iiI un syslomc do 
loiTos qui éqiiivuloiit à In force donnée, c'est-à-dire qui dti- 
tenninent le menu; inuuvcnieiil ]>nr loin' uclion coinbiuqo. 
Mais chacune d'elles a son koiuc d'influence bien disüuct. 
La preiniere, qn on poun nit jnstoineiil iioiiiiikt composante 
motnice, produit seule la piogrossiou du mobile sur la 
courbe, conçue comme assignée à l'avance. La seconde, qui 
pourrait rire nommée cofii posante d’inflexion ou de dévia- 
tion, sert uniquement à détourner le mobile de la ligne 
droite qu'il décrirait naturellement en vertu de la loi d'iner- 
tie, et à le ramener sur les éléments de courbe d'où il tend 
sans cesse à s'éloigner. Selon son intensité plus ou moins 
grande, elle d(‘tcrmine des inilevioiis plus on moins roides, 
mais demeure absolument étrangère à la vitesse du mobile 
et à la longueur qu'il parcourt. En un mot, cette composante 
a j)our effet de poussin’ constamment le mobile vers le centre 
de la courbe qu'il décrit elTectivemcnt. Pour ce motif, on lui 
a donné le nom de force centripète, qui a prévalu sur celui 
de force d’inflexion, qui, au fond, signilie la même chose. 

ün emploie une anti'c locution qui consiste à dire que le 
mobile est animé d'une force centrifuge et contraire à 
la force centi ipète. llw’llement, il n'y a pas de force qui, en 
celte occasion, soit appliquée au mobile pour l'éloigner du 
centre : on exprime seulement par là que, pour faire dé- 
crire au mobile la courbe qu'on a en vue, il faut lui appli- 
qncr une certaine force centripète. Les choses se passent 
comme si, dans un mouvement en ligne droite, on avait à 
combattre effectivement une force qui s'opposerait à ce mou- 
vemimt. .Mais ici nous ne combattons aucune résistance du 
point matériel : si nous sommes obligé de faire iulerveuir 
cette force, ce n'est pas parce qu'une force étrangère nous 
résiste, mais parce que nous voulons nous-nièine produire 
un nouvel effet, qui est de changer le cours du mouvcmenl. 
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Aussi, dans celte locutiuii de farce centrifuge, on ne d(‘vra 
Voir qu’une ubrévinlion d(;stiiiée à faire cnniprendrc que, pour 
faire décrire au mobile la courbe considérée, il faut lui ap- 
pliquer à chaque instant une force centripète égale et opi)osée. 

<f\ 

Ilemarqtie. — La relation T =m-jj nous montre qu’au 

bout d’un temps (|uelcunquc la quanlil<‘ de inouveinlnit du 
mobile est égale à l’impulsion de la composante tangentielle. 
Elle est moindre pai' conséquent que la quantité de mouve- 
ment qu’aurait produite la force totale si elle avait agi en 
ligne droite pendant le même temps. Ainsi, lorsqu'on veut 
communiquera un mobile la plus grande vitesse possible, il 
faut le mouvoir en ligne droite; c<î qui est d'ailleurs évident 
à priori, puis(|ue la construction du petit paralh-logramme, 
qui à chaque instant correspond aux accroissements (h‘ la 
vitesse, donne la résultante la plus grande possible quand 
CP parallélogramme se réduit à nue ligne droite, car alors la 
diagonale est égale à la somme des deux cêtés. 

En g«-néral, on |)cui dire que tonte la portion de la force 
qui n'agit pas dans la direction même du mouvement est ab- 
solument perdue pour la vitesse. 

69. — A litre remarque. — \oiis avons di’jà eu occasion 
d’énoncer que, lorsqu’on cherchait les forces capables d’un 
mouvement donné, on pouvait se proposer de trouver une 
foule de systèmes équivalents, mais qu’en général on se bor- 
nait spécialement à la recherche <hï la résultante unique, 
quand il s’agissait d’un point matériel. 

Nous avons dit également qn’on dérogeait à cette règle 
lors<|u’on connaissait à l’avance l’existence d’une on plusieurs 
forcesqui contribuaient au mouvement. D’après c<! que nous 
venons de voir sur la décomposition en composante tangcii- 
tielle et composante centripète, on pourra être conduit 
à rechercher directement, non pas la résultante unique qui 
est capable du mouvement, mais l’ime de ces deux compo- 


Digitized by Google 


122 


tIVBE II. — POINT MATÉRIEL. 


••• ^ - ■ * 

saules, si l’cxislencc de l'autre est eoiinue à l'avance. C%atc6 
qui aurait lieu, par exemple, pour un point matériel lié à 
une courbe donnée sur laquelle il devrait demeurer, tout en 
pouvant d'ailleurs glisser librement sur elle. Dans ce cas, 
on conçoit bien que la courbe, par la résistance qu'elle offre 
à ce que le point s'eu échappe, agit comme une composante 
centripète, cl que conséquemment une force tangentielle 
doit suflire à déterminer le mouvement. Ce qu'on se propo- 
sera alors de trouver, ce sera cette force tangentielle elle- 
méme, et non la force unique totale lepréscntant l’action 
combinée de celle composante et de la résistance de la 
courbe, résultante dont la considération serait d'un bien 
moindre intérêt. 


Ue la repréaeatatlon algébrique des quanlitéa 
considérées en mécanique. 

» 

• 70. — Avant d'entteprendre la solution des problèmes 

relatifs au mouvement, nous croyons devoir donner quelques 
développements sur la manière dont sont représentées dans 
le calcul les diverses (piantités considérées. 

1° Position d’un point. 

Cette position, ainsi qu'on l'a vu en géométrie, se repré- 
sente au moyeu de coordonnées, dont le nombre, qui est 
constamment de trois, correspond aux trois dimensions que 
notre esprit attache invinciblement à la conception de l'es- 
pace. Quel que soit le mode de cnordoniu'es adopté, quelles 
que soient' les conditions particulières (|iii di’-terminent la 
[xisiiion du point, il est facile de voir que cela revient tou- 
jours eu délinilive à assigner la longueur interceptée sur 
eliacnne des trois dimensions de l'espace. F.nire ce mode im- 
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mpdiiU de dc-UMiiiinor 1 p point cl les aiiires modes (pi’üii 
peut employer, il n’y a jamais (iii’nue pure (inesliou de Iraiis- 
foi'iiiaiiuii de coordonnées, qui ne sanrail porter aiteinle 
aux résultats obtenus avec l’emploi de telles ou telles coor- 
données particulières. 

Parmi tous les systènies possibles, on a adopté de préfé- 
rence les axes rectangulaires, qui ont l’avantage de donner 
aux équations une forme algébrique plus simple. C’est ce 
dont on se rend compte iininédialeinent en considérant, par 
exemple, la relation qui existe entre la diagonale et les trois 
côtés du parallélipipéde, suivant (|uc ce parullélipipède est 
rectangle un obrupie. Dans le second cas, la relation est 
complifinée par la valeur des angles que les diflérentes 
arêtes forment entre elles, angles dont les éléments trigono- 
métri(]nes disparaissent quand les trois côtés sont rectan- 
gulaires. 

Il denunire donc entendu, à moins de stipulation con- 
traire, que le système de coordonnées est un système de 
trois axes rectangulaires. Le nombre de ces axes se ri'duit 
à deux quand le point se trouve assujetti à se mouvoir dans 
un plan donné, et à un seul quand le point se ment le long 
d’une droite donnée. 

Ces coordonnées sont d’ailleurs positives on négatives, 
conformément aux règles de la géométrie, c’est-à-dire afl'ec- 
tées du signe p/ii* on du signe mnitix, suivant qu’elles sont 
conqitées, à partir de l’origine, dans un sens un dans l’antre 
de l’axe. 

Trouver la position d’un point à chaqitc instant de son 
mouvement, c’est trouver pour chacune de scs coordonnées 
nue équation telle que 

qui fasse connaître la valeur de cette coordonnée pour une 
valeur qnelcompie du temps. Dès lors on aura à tout moment 
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les trois coordonnées du poiiil, c'est-à-dire la position qu'il 
occupe dans l’espace. 

2" j.\a/nre de lu Irajcctoire. 

Une courbe quelconque est, comme on sait, expiimr^epar 
deux équations, tonciion des trois i'oordonnées, (pii sont de 
la forme 

f {x, y.:)=zo, 9 (,r, y, z) = o, 

ou bien 

f y) — O, 9 (t, i) = e. 

Ces deux équations se réduisent d'ailleurs à une seule 
loi*squela trajectoire est une courbe plane. 

On l(‘s obtient aisi'imml an moyen de celles qui font 
connaître la valeur des cuordoniu'es en fonctions du temps. 
Il sullit d'éliminer / entre les équations 

•r = / (I), y = 9 ((), s = / ((). 

On a alors des relations qui conviennent aux cooixloniii'es 
du mobili', d'une manière tout à fait indi'-peiidante du temps. 
Kn d’autres termes, ce sont les (‘qualiuiis de la trajectoii'c, 
abstraction faite des circonstances d'après lesquelles elle a 
été décrite. 

3° / ilote. 

La giandeiir absolue de la vitesse s’exprime au moyen 
d’une équation qui fait connaitre sa valeur pour une (ipoquc 
quelconque du temps. La connaissriiice de cette vitesse dé- 
coule immédialemmit de la connaissance des coordoiim'cs; 
cardans loni monveiinmt , (pielles rpi'eii .soient d'ailleurs les 
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cyiiscs, la Ailossc V est égale à —, eu désignant par jt la 
longueur de trajeeioire pareoimie; et, comme j*, y, r, soûl 
des ronetions du temps, $ et par suite ^ sont aussi des fonc- 
tions du temps. 

I-a direction de la vitesse, qui est précisément la direction 
de la tangente à la courbe au point considéré, se représente 
par les angb‘S (pi’elle fait avec chacun d<-s axes. La valeur de 
ces angles se déduit clle-inénn^ des coordonnées du mobile, 
car on sait(|ue, siu, h, c désignent respectiveineut lesangles 
forini's par la tangente avec les axes des x, des y et des z, 
les cosinus sont déterminés par les formnles 

(l.v , (lu dz 

cos a — -r , CTS «==-7-, cos c—-r ; 
n.t dx ds 

dans lesquelles x, y, z et » sont, comme on a vu, des fonc- 
tions du temps. 

.Au reste, les angles ci-dessus ne constituent eu réalité <|uc 
deux inconnues distinctes, puisipie leurs cosinus sont liés 
entre eux par la relation g('om(’‘tri(|ue fondamentale : 

cos’ a I- cos’ b -t- cos’ c = 1. 


La grandeur de la vitesse et sa dir(;ctioii constituent donc 
en totalité trois ineonnnes distimUes. 

Souvent on les renq)lace par les produits 

V cos a , V cos 6 , V cos c , 

(]iii ne sont antre chose que les projeetions ou les compo- 
santes d(ï la vitesse absolue suivant les axes, et qui repré- 
sentent les mêmes inconnues. Celte substitution ne change 
pas les conditions, puisque les produits ci-dessus permelteiit 
de déduire chacune des quanlilés V, a,,b et e. 
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Les lignes trigonomélriqiies des angles , et par suite les 
ti'uis produits, ont des signes positifs ou ni'gutirs sidon la 
valeur des angles ciix-inèines, eonfonnéinent aux règles de 
la trigononiélrie. Quant à la vitesse en elle-im‘me , elle est 
toujours, de sa nature, essentiellement positive. Si l'on arrive 
a l’envisager coiuine négative et à l’alTeeter en eonséquenee 
du .'iigue c’est qu'elle a alors une direction dianiélra- 

Icinent üi>posée et qu’elle est censée multipliée par le cosi- 
nus d’un angle de 180°, cosinus qui a pour valeur — 1. Sauf 
ce cas particulier, oit le cosinus est sous-entendu, lu vitesse 
Xeste toujours positive, et le véritable signe, dans les forinuk», 
est amené i»ar celui de la ligne ti igoiiométriipie qui l’alfecte. 

0 ° Forve. 

La grandeur absolue d’une force quelconque est, comme 
celle de la vitesse, exprimée par une équation telle que 

I’ = /■('). 

qui, pour toute valeur du teiu|)s,fait connaître la valeur 
correspondante de la force. Si celle-ci ne varie pas de gran- 
deur pendant la durée de son action, /■(/) se réduit à une 
quantité constante. 

La direction de la force se représente d’une manière sem- 
blable à celle de la vitesse, au moyen des trois angles y, ê, 7 
que cette dii'eclion fait avec les axes coordonnés. 

Semblablement aussi on remplace la force et les angles de 
sa direction par les produits analogues 

P cos a , P cos ê , P cos 7. 

Il est d’ailleurs également visible que les quatre quantités 
P, », S et 7 ne repré-senteut en réalité que trois inconnues 
distinctes. 
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• Nous uui'ions les mêmes remarques à faire sur le signe du 
la force, qui est toujours en elle-même essentiellement posi- 
tive, et qui est alTectêe pur le signe du cosinus qui la multi- 
plie, ou par la (luantité sous-entendue — 1 dans le cas d'une 
direction diamétralement opposée. 

71. — Nous ferons une observation sur la manière dont 
nous traiterons les problèmes généraux du mouvement. 

Quelle que soit la question à étudier, on n’en restreint pas 
la généi alité en supposant, dans le calcul, que le point n’est 
sollicité que par une seule force. Car nous avons dc-jà vu 
que tontes les forces qui peuvent agir siimiltanément sur un 
point nialéiiel sont susceptibles d’être reinplacées par une 
force unique , qu’on appelle la résultante, et qui produit 
exactement le même mouvement que toutes les forces don- 
né'cs elles-mêmes. Cette résultante est d’ailleurs connue si 
les autres le sont, et elle s’y rattache au moyen de la cons- 
truction polygonale qui fait l’objet de la 5’ proposition. Nous 
pourrons donc toujours supposer que le mouvement consi- 
déré est dû à cette force unique. 

Inversement, nous pourrons dans nos calculs remplacer 
la force unique par telles autres forces qu’il tious plaira, à 
condition que le système de ces dernières ait la force unique 
pour résultante. 

En un mot, les équations trouvées entre un système de 
forces et le mouvement correspondant conviendront égale- 
ment , et sans y rien cluinger, à tout autre système , choisi 
seulement de façon à avoir la même résultante que le pre- 
mier. 

Cela posé, nous étudierons le mouvement d’un point ma- 
tériel d’après la nature de la force qui le sollicite. 

En premier lieu, nous considérerons une force, constante 
ou variable en grandeur, mais constante en direction, parce 
que le mouvement qni en résulte est rectiligne. 

En second lieu, nous considérerons une force de direction 
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vai iiible, re qui correspond ;iu mouvement le plus génénil 
possible, c’esl-à-dire au mouvement curviligne. 

Dans chaque cas, nous examinerons comment le mouve- 
ment se trouve niodili*' lorsipie le point mal('“ricl, au lini de 
partir du repos, est di’jà en possession d’une certaine vitesse 
initiale au moment on lu force commence à agir sur lui. 
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Etant donnée une force, coiulante ou t ariable en grandeur, mat» de 
direction constante, déterminer le mourement rectiligne qui en résulte ; 

ou réciproqurment : 

Étant connu le mourement rectiligne d’un point , trouver la valeur 
constante ou variable de la force qui pourrait le produire. 


72. — Soit O le point de départ d’un point matériei de 
masse m, OS ia direction constante d’une force P qui le sol- 
licite. 

Ce point matériel se mou- 
^ * vra le long de la droite OS j 

0 "ijl 

* ^ il s agit de trouver son mou- 

*• vement, c’est-à-dire sa po- 

sition sur cette droite et sa vitesse au bout d’un temps quel- 
conque. 

Si nous désignons par « la longueur parcourue OM au 
bout du temps l, et par V la vitesse au point M , nous aurons . 

I. » 
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1° En vci'tu do 11 ” 57 : 


P = m 


2” En venu de la définition de la vitesse, du ii” !\ 


Ces deux éf|iiations permettent d’exprimer V et * en fonc- 
tion de la force et du temps ; car la deuxième nous donne 

rfV' . . . .... 

= et jiar suite, en substituant, la première devient 

„ d’ï 

(3) P = m — ; 


d’où, en intégrant doublement : 




Quant à la vitesse, elle est donnée paCiine seule intégration, 




La difiictillé ne consiste plus maintenant que dans le cal- 
cul algébrique des diverses intégrales , ce qui dépend de 
la nature de la fonction f j''j qui exprime la valeur de la force. 
Mais tln-orl([tiement le problème est compliitcmcnt lésolti 
au moyen des relations (è) ct-(^5). 

L(> problème rt‘cipro(itie se résout de même, et avi.T pins 
de facilité au point de vue du calcul, car les iniégiations y 
sont n’inplacées par des différentiations. Si l’on connaît en 
effet le mouvement du point, c’est-à-dire la longueur n par- 
cotirtic au bout d’un temps quelconque , la valeur do la 
vitesse et de la force s’obtient immédiatement par les 
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équations (2) et (3) , et u’exige que des difféienUuliuns 
successives de la fonction particulière fit) qui exprime lu 
longueur « à tout instant. 

73. — Supposons que la force donnée soit constante. 

Dans ce cas la quantité — sort dessous le signe / dans les 

équations (4) et (5); et, en effectuant les intégrations très- 

simples I (if, f I on obtient ; 
c'o 0 J a 


(ti) 





Le premier résultat, qu'on peut écrire sous la forme de 

r. wrV , ... . , 

1 — — , n est autre que celui qu on avait démontré directe- 
ment dans la 3‘ proposition. 

Le second nous montre : 

Que l'espace parcouru sous l’action d'une force constante 
croit proportionnellement au carré du temps; 

Que deux forces constantes soûl entre elles comme les es- 
paces (pi'elles feraient parcourir il un même point matériel 
au bout du même temps; 

Que les masses de deux points matériels sont invei’semeni 
proportionnelles aux espaces que leur ferait parcourir une 
même force constante au bout du même temps; 

Que l'espace parcouru pendant un temps quelconque sous 
l'action de la force est égal à la moitié de celui que par- 
courrait le mobile si, eu vertu de sa seule vitesse acquise, il 
continuait à se mouvoir peiidaiil une nouvelle période égale 
à la pri-cédeute. — Eu effet ce second espace parcouru est 
, 1> P 

représenté par — / x /=— — D’où résulte que l’ac- 

m m ' 

celératiou est égale au double de l’espace parcouru pendant 

la première unité de leînps ou au double de l esiiace par- 

9 . 
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<S2 

«■oiiniaii boni d’un temps quelconque, divis<‘ par le carre du 
temps. * ^ 

Ce dernier résultat peut être étendu aux forces variées, 
pour les espaces parcourus pendant des temps infiniment 
petits. En effet on peut , pendant ce teiiips-là, envisager 
la force cuinnic constante, en sorte que, si a est la lon- 
gueur inüninient petite parcourue au bout du temps élémen- 
p 

taire t, et a ou — racceleration, ou a 
’ ' »w 

2(7 


Remarque. — La pro|)ortionnalité des espaces parcourus 
aux carrés des temps employés à les parcourir a permis de 
constater que la pesanteur est une force constante, ou, ce qui 
est d'un langage plus rigoureux, que la chute verticale libre 
des corps dans le vide s’effectue comme si une force cons- 
tante les sollicitait. 

Lu pesanteur étant doue équivalente à une force constante, 
les formules (G) et (7) donnent la valeur, au bout d’un temps 
ipielconquc, de la vitesse acquise et de la hauteur de lu chute. 

P 

Dans ces formules, — est remplacé pai ÿ, puisque la force 

P 

P est alors le poids et que la masse m = — . Elles devien- 
nent ainsi ; 

\ — yt, i = 1 ÿt’ . 


74. — Nous allons reprendre actuellement l’examen du 
niouvemeiil rectiligne en général et déduire les conséquences 
que fournissent les équations qui s'y rapportent. 

Les deux relations fondamentales que nous avons établies 
sont, coniine on sait, les suivantes ; 


(I) 
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La relation (1), qui a déjà été cuvisagée directement au 
ir 57, a inoiili'é que la quantité de mouvement acquise au 
bout d'un temps quelconque est égale à l'impaltion de la 
l'oree pendant ce iiiènie temps, en appelant respectiveiueut 
quantité de mouvement et impuUiou de la force le pro- 
duit m\ et l’intégrale / Vdt prise depuis le départ jusqu'au 

t,' 

bout du temps considén- 1. 

Ce résultat est susceptible d’être gé-iiéralisé en ce qu’il 
convient à une période quelconque du mouvement, non 
comptée à partir de l’origine. En cITet, considérons deuv du- 
rées et t^ , dont la seconde est supposée plus grande que 
la première : soient V, et V, les vitesses acquises corres- 
pondantes. D’après ce qui précède, on aura : 

d’une part, »nV„=J^’Prf/, 

et d’une autre , mV, = Ç ' Vdt . 

i/o 

Retranchons la première équation de la 2' j il vient ; 
m V, — m V„ = / '* P rfj — r* P rft = f*' P dt . 


Ce qui signifie : 

Que la quantité de mouvement gagnée entre deux époques 
quelconques est égale à l’impulsion de la force pendant la 
période intermédiaire. 

N. B. Si la vitesse V, était moindre que c’est-à-dire 
si le mobile s’était ralenti d’une époque à l’autre, il y aurait 
eu perte de la quantité de mourement , et l’impulsion delà 
force serait négative, ün énonce cette proposition en termes 
généraux en disant que lu variation de la'(|uantité de mou- 
vement pendant une période quelconque est égale à l’impul- 
sion de la force pendant cette même piiriode. 

La quantité de mouvement représente véritablement l’iin- 
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pnisiüii do la forco, einmngaHhièe rn quelque sorte dans 
le corps. Car, si l’on vient à appliquer au mobile nne foree 
égale et ooniraii'e à celle qui l’a solliciU' loul d’aboi'd, et 
pendant un même temps, le mobile perd une (|uanlité de 
mouvement égale à celle qu’il avait gagnée. En edet, pour 
une première période comprise entre et , on a 

m V, — m V„ = / ^‘p dt —f ' P d- ; 

Jt 

en appelant t, la ilifTérence et prenant pour varia- 
ble ind(‘pendantc la différence I — . 

De même, pour nne deuxième p('riode (‘gale, de /, ù , 
où la force agit en sens contraire, on a : 

m V, — ''p dt = — f ’P dr ; 

dn 

d’où en ajoutant : 

m V, — m V„ = 0 et m V, = m V„ . 

Ainsi, à un moment quelconque, la quantité de mouve- 
ment du point maiériel peut régénérer l’impulsion qui l’avait 
produite. 

liquation de la force rire. 

75. — On obtient une relation très-remarquable et d'un 
usage général, comme nous le verrons par la suite, en éli- 
minant le temps I entre les fornudes (1) et (2\ 

Cette élimination s’effectue sitnplemenl en divisant ces 
deux formules l’une par l’autre, ce (|ui donne: 
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Or, d’après les principes connus du calcul dlBlprenticl , 
le rapport des dérivées ^ ^ ^ fonc- 

dV 

lions explicites du temps, est tigal an rapport -j~, où V et# 

sont des ronctions implicites du temps : en sorte qite l’équa- 
tion ci-dessus devietit: 

P t/V 

qu’on met ordinairement sous la forme : 

P(h=m\.d\i 

d’où, en intégrant par rapport à * et V considérées comme 
variables indépendantes. 


( 1 ) 


f'p = 1 m ; 


relatioti qui ne renferme pas le fcwipjt explicitement. 

Il en résulte que, si la valeur de la force P peitl être expri- 
mée directement en fonction de la longueur parcourtie m, au 
lieu de l’èlrc en fonctioti du temps, le premier membre 

Ç Vd» deviendca itne certaine fonction de », et on pourra 

constiquemment déduire la vitesse de la longueur pareon- 
nie, ou rt’ciproquemcnt ; sans qu’il soit besoin de connaître 
la loi suivant laquelle la vitesse ou la longueur parcotirue 
varie avec le temps : connaissance indispensable dans le 
cas ordinaire, où l’une des quantités V et s ne peut être ob- 
tenue en fonction de l’autre, au moyen de la relation V » 

que si la qitantité connue est assignée par sa fonction du 
temps. Ainsi la relation (1) ci-dessus sera d’un immense sc- 
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cours toutes les fois que la force sera exprimable en fonc- 
tion de lu position du mobile. ^ 

Il ne faut point s'étonner que l'esprit humain ait été con- 
duit à cherclicr dans les phénomènes mécaniques une relation 
qui fut indépendante du temps ; bien qu'au premier abord 
cet élément, plus que tout autre, semble s’y rattacher iné\i- 
tablement. L'étude même du monde extérieur a dh enseigner 
cette singulière abstraction. Nous y voyons en eifet que la 
plupart des forces naturelles sont indépendantes du temps, 
ou, pour mieux dire, que presque tous les mouvements de 
l’univers se produisent comme s'ils étaient dus à des forces 
qui, au lieu de varier avec le temps, dépendraient unique- 
ment de la position géométrique des corps considénis. C'est 
ainsi que la force de la gravitation no dépmid que des dis- 
tances mutuelles des astres, que les actions moléculaires ne 
varient qu'avec l’écartement des molécules, que la force d’ex- 
pansion des gaz ne varie qu'avec le volume où ils sont ren- 
fermés, ce qui revient à dire que cette force est fonction de 
la distance. Il n’y a que. très-peu de phénomènes qui fassent 
exception à cette loi : on peut citer en premier lieu les ac- 
tions développiies par les êtres animés, actions dont l’affai- 
blissement graduel est connu sous le nom de fatigue ; on 
peut citer également les actions dues à la chaleur, qui varient 
presque toujours d’intensité d'un moment à l’antre, parce 
que l’agent inconnu qui les détermine est progressivement 
modifié par le milieu environnant. Né-anmoins, nous le ré- 
pétons, la plupart des causes mécaniques sont, de leur na- 
ture, indépendantes du temps, et, par cela même, ont dû de 
bonne heure faire sentir l’utilité de relations où le temps ne 
figurerait pas. C’est pourquoi l’esprit s’est arrêté à la com- 
binaison précédente, qui, sans les circonstances naturelles 
dont nous parlons, n’eût été qu’une vaine opi'ration logique, 
sans efficacité pour l’étude des phénomènes réels de l’uni- 
vers. 
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La jreUtiOio • ■ 

/’* '• 

/ P <£s = 1 Ml v= 
t'O 

ëlant d’iin graml usage en inéraniquo, on a désigiit', pour 
abréger, par un nom particulier eliacnnc des deux qiiaiililés 
qui y figurent. 

/% 

L'intégrale j Vd», qui est supposée prise par rapport à *, 

s’ap|)clle h trarail de /« force . * 

Le produit ’wV’ s’appelle /«/ôreer/rcf/i/ put ut iiiulcriel. 

Voyons quelle est l’origine et le sens véritable de ces deux 
dénominations. 

I 

1” Trarail. 

70. — ('.e mot n'a évidemment pas le sens qu'on lui aitri- 
bne dans Icbiigagc ordinaire, lorsqu’on dit, par exemple, 
d’un lioniinc qu’il aime le travail, qu’il fait de grands tra- 
vaux, etc., pour dire qu'il aime à s’occuper Htileincnt,qiieson 
activité produit de grands résultats ou qu’il a de grandes con- 
ceptions, etc. Ce sont là autant d'acceptions philosophiques 
du mol travail qui n'oiïrent aucune analogie immédiate avec 
l’intégrale qu’il doit représenter ici. Mais il est un ordre d’o- 
pérations sticiales pour lesquelles l’analogie va apparaître. Je 
veux parler des travaux industriels, de ceux surtout qu’on 
appelle souvent travaux mécaniques. Pour peu qu'on réflé- 
chisse sur l'ensemble des opérations matérielles auxquelles se 
livre l'industrie, on reconnaîtra qu’elles consistent presque 
invariabicincnl à faire parcourir un certain etpace à une 
certaine force. Eu veul-on des exemples? Prenons, je sup- 
pose, de la bouille à extraire du fond d’un puits : qu’est-ce 
autre chose que faire parcourir à une certaine force, qui est 
le poids de celle houille, un certain espace, qui est la hauteur 
du puits Vous remorquez un convoi de chemin de fer ; 
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n’esl-ce pas encore une cerUiine force, qui est la Tés»lW»ce 
lin train, à laquelle vous faites parcourir une certaine lon- 
jîueur? Qu’on alc/.e des métaux, qu'ou enfonce des cloua, 
qu'on scie du bois, c’est toujours une force qui parcourt uji 
espace; et toujours, ne l'oublions pas, une force qui est in- 
dépendante du temps, et ([ui, si elle n’est pas constante, dé- 
pend uniquement de la position des corps considérés. 

(’a>s exemples nous montrent que les travaux industriels 
consistent bien en ce que nous avons énoncé, c’est-à-dire 
qu’ils sont toujours composes, d'une certaine façon et ex- 
olusiremeut, de forces et d’espaces parcourus. 

.l’ajouterai maintenant que celte composition de force et 
d’espace est précisément celle que représente l’intégrale 

^ Vds, ou, i)our mieux dire, que c’est cette intégrale qui 

mesure la râleur rénale du travail obtenu. 

Considérons en effet d’abord une force constante : 

"Soit de la houille à exti’aire du fond d’un puits. 

' Qu’est-ce qui détermine la valeur sociale, le prix du tra- 
vail? C’est bien évidemment : 1“ la quantité de lionille à ex- 
traire ; 2“ la hauteur où U faut l'élever. Je puis même dire que 
le travail sera double si la quantité de bouille est double ou si 
la profondeur du puits est double. En deux mots, le travail 
sera à la fois proportionnel au poids et- à l'espace parcouru : 
il sera mesuré par Px», P étant ce poids et * cet espace. — 

D'un autre côté, voyons ce que devient notre intégrale / Vds, 

dans l’hypolhèse d’une force constante : clic devient préci- 
sément Px*. 

Ainsi, ce que nous avons appelé travail dans notre for- 
mule algébrique représente bien le travail de l'industrie 
sociale. 

Que si maintenant nous considérons nu travail indus- 
triel où la force est variable, nous aurons encore à signaler 
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la mémo analogie. Car siiiiposoiis (|iio la force, au lion do 
varier d’uiie manière eniilimie le limj; de l’espace parcoiini, 
ainsi cpiecela se passe elfeclivement, varie an contraire par 
soubresauts, c’esl-à-dirc demeure constante le long d’une 
rmcliüii du parcours et ait ensuite une valeur dilTérente 
pendant la fraction suivante ; le travail total sera évidem- 
ment exprimé par la somme de tous les travaux partiels cor- 
respondaiii aux diverses fractions du |»arcours. Nous passe- 
rons de ce travail imaginaire nu travail réel en concevant 
que ces fractions diminmmt individuellement de plus en 
plus, en sorte que iinalemcnt le travail en question n’est 
nuire que la somme limite de tous ces travaux partiels. Or, 
parallèlement ü cette conception, la formule algébrique est 

intcrpréti’e de inènie : car l’inlégralc j' l’rf# représente pré- 
cisément la somme limite de tous les produits obtenus en 
multipliant la valeur de In force en chncpie point du par- 
coure par la longueur iuliniment petite de ce parcours par- 
tiel. Donc encore ce que nous avons appelé travail dans le 
calcul correspond à ce qu’on entend par ce même terme 
dans l’industrie. 

Ces considérations nous montrent pourquoi l’on a'été con- 
duit h affecter à une quantité purement analytique un mot 
déjà consacré dans le langage ordinaire pour désigner cer- 
taines opérations matérielles. Mais celte analogie ne doit 
pas nous donner le change sur le caractère véritable de l’in- 
tégrale introduite ainsi par le calcul. Il y a m’ccssairement 
une foule de cas oii cette expression algébrique ne j>eut 
avoir aucune signification relative à nos travaux proprement 
dits. S’il s’agit, par exemple, de la force équivalente à la 
gravitation ou qui pourrait déterminer le mouvement d’une 
planète, il est bien évident que le produit de cette force par 
l'espace parcouru, produit que nous continuons, eu méca- 
nique, à appeler travail, ne correspond à aucun travail 


Digitized by Google 


LIVRE II. — POINT MATÉRIEL. 


IIiO 

indutlrie! réalisable. En résumé donc on doit se borner à 
envisager ce mot de trarail comme une appellation abr<‘- 
viative de l’intégrale qu’on a vue, mot clioisi d’ailleurs de pré- 
férence à tout autre, parce que, dans beaucoup de cas, l’in- 
tégrale qu’il désigne représente justement ce qu’on nommait 
déjà ainsi dans nos opérations industrielles. 

2° Force rire. 

77. — 13ans cette locution les mots ont un sens qu’il im- 
porte de préciser. Ceini de force n’est point le même qu’on 
a spécifié au n° 8, et qu’on lui donne toujours quand on 
s’en sert isolément. Ici force signifie trarail, absolument 
comme on dit d’une maebine qu’elle a une grande force, 
pour exprimer qu’elle est susceptible de produire nu grand 
travail. Le mol rive a un sens emprunté à certaines locu- 
tions du langage ordinaire, où il est synonyme de mouve- 
ment, comme lorsqu’un dit une eau rire pour di-signer une 
eau en moiiremtnt. 

Ainsi force vire signifie exactement trarail qui *e meut 
ou trarail en muurement . lleste à expliquer pourquoi on 
a désigné ainsi en mécanique le produit ;»iVL l a raison en 
est simple : c’est parce que celte quunliti' iwtV’ représente 
numériquemciil, d’après la relation du u" 75, le travail qu’a 
eiïectué la for<;e pour conimuni(|uer au mobile la vitesse 
qu’il possède aiTiiellenienl; et parce que, en outre, si, à ce 
mobil(‘ (loin- île la vitesse V, ou appliifuc une force égale 
et de sens contraire :i celle cpii lui a cuininuiiiqui* celle vi- 
tesse, le mobile sera raïuciio au repos après un pai'coui’s 
égal au premier, et, parconsi’quenl, après un second travail 
égal et Je sens contraire, à celui qui a été fait tout d'abord. 
Acceptons pour un nioineiil celle vérili', que nous démon- 
trerons bientôt (n" 78). Il eu résulte que le mobile, doué de 
la vitesse V, équivaut au travail même qui lui a imprimé 
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CPttP vitesse, ou, en d’autres ternies, que le iiiubiie apporte 
avec lui, dans sou inouveineni, le travail primitif incorporé, 
("est |)ourquoi la quantité qui, en vertu de la relation 
du n" 75, est miiuériqiicnieiit égale au travail effectué, est 
appelée force vive, pour exprimer qu’elle représente ce tra- 
vail en mouvemoiit, susceptible d’ètre régénéré au moment 
que l’on voudra. 

Ilemarque. — Certains auteurs appellent fweerire, non 
pas îMiV’, mais le double de cette quantité, c’est-ù-dire mV’. 

Une telle défiuition est vériUiblement inexplicable, car 
alors les mots force rire, affectés à cette quantité, ne peu- 
vent plus signifier travail en mouvement, et n’oiit plus par 
conséquent qu’un sens arbitraire, sans aucun rapport avec 
celui que leur donne ré-tymologie. 

78. — La relation 


s’énonce, avous-nous dit, de la manière suivante : 

Le travail d’une force sur un point matériel est égal à la 
force vive communiquée à ce point. 

C’est là une relation analogue à celle du n° Ih, cousistaut 
en ce que l’impulsion d’une force sur un point matériel est 
égale à la quantité de mouvement. 

.\insi le travail joue, par rapport à 1a force vive, le meme 
rùlc que l’impulsioti par rapport à la quantité de mouvement. 
On peut dire aussi que, des deux quantités mV et i»nV’, 
l’une mesure l’action de la force dans le temps, et l’autre son 
action dans l’espace. 

L’équation de la force vive donne lieu aux mêmes consé- 
«lueeces que l’équation de la quantité de mouvement. Nous 
allons les déduire successivement. 

1° Le travail d’une force, pendant un parcours quelconque. 


‘ U 
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iiou compté depuis le départ, est égal à raucroisscraeiu de 
force vivo pciidaiil ce mémo parcours. 

(lar si *(, et *, sont doux lüiigueiirs parcüiinies, comptées 
depuis le départ, étant plus grand que on a d'une part ; 

l V„»; 

♦' O 

et d'autre part ; 

C'V (Is = m V,’ . 

*'o 

, lletranclions la première équation de la deuxième . 

f * 1 ’ ds — { m V,^ — ; m V„''* . 

Si la force vivo diminuait au lieu d'augmenter, le second 
membre serait négatif, et le premier le serait aussi par con- 
sétiuenl ; alors en eflet la force P agirait en sens conlrairo 
de sa direction primitive, ]>nis(pie d'une position à l'autre 
la vitesse se trouverait ralentie : cette force P, et par suite 

l'inté'grale j Prf» serait afiéctée du signe moin*. 

D'une manière tout à fait générale, l’équation de la force 
vive s’(''nonce : 

I.e travail d’une force, entre deux positions quelconques, 
est égal à la variation de force vive entre ces deux mêmes 
positions. 

On laisse (|uelquefois l’équation sous sa for^e différen- 
tielle 

Vds=d{\ m ), 

et l’oti dit le travail élémentaire d’une force est égal à la 
variation élémentaire de la force vive. 

2° Si In vitesse du mobile a la même valeur pour deux po- 
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Riiions différentes, la variatiüii de force vive est nulle entre 
ces deux positions, et par suite le travail de la force est nul 
aussi. 


3° Le travail étant nul dans l'hypotliése ei-dessiis, il faut 
nécessairement que la force ait changé de sens à nii certain 
point du parcours, sans quoi rintégralc qui exprime le tra- 
vail ne saurait être nulle ; et l’on voit, en outre, que le tra- 
vail de la force pendant la premièn* période du parcours est 
égal et de signe contraire an travail de la deuxième période. 
Il en résulte que, pour détruire! la force vive quelconque pos- 
sédée par un mobile, il faut effectuer nu travail exactement 
égal et contraire à celui qui lu lui avait communiquée. — 
Ce qui est la proposition que nous invo(|iiiuus dans le numéro 
précédent. 


h° Si la force, après avoir agi de A en lî pour faire passer la 
vitesse de la valeur V„àla vitesse V,, change! de sens après 

^ le point H, en ayant des va- 

^ ^ Vi , Aq leurs absolues symétri(|ues 

A MB M' À (le n-lles qui avaient lieu 
*• précédemment, c'est-à-dire 

«les valeurs qui soient égales pour les positions M et .M' éga- 
lement distantes du point II, à droite et à gauche, je dis que 
la vitesse V, sera ramenée à la vitesse lorsque le mobile 
sera parvenu en un point .V éloigné du point B comme l’est 
le point A. 

Il suflit de montrer que l’intégrale j l'rf*, prise de A en B, 


est égale cl de signe contraire à l’intégrale in isc de B en A'. 
Or, cela est évident ; car soient et les trois parcours 
comptés depuis l'origine, qui correspondent aux positions 
A, B cl A'j suit 


J ’»i /"’i 

P ds = I* «/ 
», J» ' 


dn 



I 


»T J 

• M 
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eu prenant pour variable indépendante la différence n entre 
la longueur », qui varie depuis jusqu’à et la longueur 
fixe *n- On a de même 




en prenant pareillement pour variable indépendante 1a difTé- 
rence a entre la longueur », qui varie depuis », jusqu’à , 
et la longueur fixe a,. — G*tte seconde intégrale doit être 
affectée du signe moin», puisqu’un suppose que la force 
change de sens depuis le point B. — Les deux travaux par- 
tiels de A eu B et de B en A' sont donc égaux et de signes 
contraires. 

11 résulte de là une autre conséquence : si un point maté- 

riel a une certaine vitesse 
— V en B, et qu’une force con- 


A B 


M 


Fij. 1«. 


traire se mette ensuite a 
agir sur lui , on vient de 
voir qu’il perdra sa vitesse au bout d’un parcours 's tel que 


/ 'l* da = \ m V . 

*^l 

Or, le mobile étant ainsi réduit au repos en C, si lu force 
continue à agir de C vers B, en ayant des valeurs symétri- 
ques, c’est-à-dire égales pour une position M également éloi- 
gnée du point C pendant l’aller et le retour, le mobile, ra- 
mené en B aui'a recouvré lu même vitesse V que précédeiii- 
meiit, car on aura pour l’expression de celte vitesse 



cette vitesse est d’ailleurs en sens contraire. 

Ainsi, une force vive ou une vitesse est engendrée ou dé- 
truite, au bout d’un même parcours, par des forces qui ont. 


Draitized by 


MOUVEMENT KECTILIGNE l)’UN POINT LIBRE. 


1Û5 

puiiclanl cc parcours, des valeurs exaclcmciit symclriipies. 

S"* Si deux forces, qui ont (|^s valeurs éj^ales pour les 
mêmes lougmuirs parcourues, agissent sur des masses diffé- 
rentes pendant des parcours égaux,. clics leur comtiuiui([UC- 
ront des variations de force vive égales. 

Car ou aura : 
pour l’une des forces, 

/ ’l* ds = i m VJ — m Vj; 

et pour l'autre, 

/ </5= t m'V'J — 4 m'V'J, 

d’où résulte 

; m Vj — i m Vj = i m'V'J — 1 tri'V'J . 

Il esta remarquer que deux forces qui satisfont à la con- 
dition ci-dessus ne sont point des forces égala, c’est-à-dire 
passant par les mêmes valeurs au bout des mêmes temps. 
Car, puisque les masses sont inégales, les forces, si elles 
étaient égales, leur feraient parcourir des longueurs iné- 
gales au bout des mêmes temps; elles ii 'auraient donc point 
des valeurs égales au boufdes mêmes parcours, ce qui est 
précisément l’hypothèse. 

()" Si la force considérée est constante, ou voit ; 

Que, lorsque deux points mat('riels soumis respectivement 
à des forces constantes reçoivent les mêmes variations de 
force vive, les travaux sont égaux, et, par suite, les deux 
forces appliquées sont eu raison inverse des longueurs par- 
couriK's ; ce qu’on a déjà démontré d’une autre manière ; 
et que, si un point matériel possède une certaine force vive, 
il est ramené au repos par une force égale à la première, de 
sens inverse, et agissant pendant un même parcours, 
r. 10 
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Cas d’iiiic*vUesse initiale. 


79. — Nous avons supposé, dans co qui précède, que le 
point niaiiTiel était eu repos au monient où la force com- 
iiieiivait à agir sur lui. 11 y a lieu de recliorclier ce que de- 
viennent les équaiions du inouveineut lorsque le mobile se 
irouve <léjà animé d'une certaine vitesse initiale. 

Heiix cas se présentent, suivant que celle vitesse a la même 
direclion ipie la force ou une direeliou difiéreute. Dans le 
jiremier cas, le mouvcmeiil reste nalurellement rectiligne; 
dans le second cas, il est curviligne, car il résulte à la fois 
du mouvement uniforme dû à la viiesse initiale et du mou- 
vement varie (pielconque dû àTacliou de la force; or, ou a 
vu (u" GÜ) que de tels mouvements ne peuvent se combiner 
en une trajectoire recliligiie. Nous reniions ainsi dans le 
cbapilrc suivant, consacré à l'élude du mouvement curvi- 
ligne; c’est pourquoi nous ne nous en occuperons pas ici. 
Il nous reste à voir seulement le cas oit la vitesse initiale est 
dirigée suivant la droite meme du mouvement. 

C.ette vitesse n’a d’autre elfct que d’introduire une cciTaiiie 
coiistaule dans les équations intégrées, mais laisse subsister 
d’ailleurs toutes les autres sans y rien cbanger. Ku eflet, la 
relation 



a lieu, comme on sait, quelles (]ue soient les causes du inou- 
vcnicnl considéré. Quant à la relation 


( 2 ) 



elle subsiste également, |)uisqiie raccidératioii du mobile, 
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f|ui est rcpiùseiilée pav , ne dopeiul que de l’aclion de 

la force qui le sollicite et nullement de la vitesse antérieure 
qu’il peut avoir reçue. 

D'après cela, les cumbinaisous (|u’ou pourra faire avec 
ces deux é(iuatious, comme, par exemple, l’équatiou diffé- 
reulielle 

P ds ~ d [[ in \' ) , 

cousei veiil leur forme primitive exactement. 

Les équations intégrées se ressentent seules de la pié- 
seuee d’une vitesse initiale, lin eflét, (piaud ou iiilègie l’i-- 
qiiation (2) ci-dessus pour trouver la valeur de la vitesse, ou 
a, eu général, 

l ' l’ 

v = «;-p / -dt, 

f m 

• 0 

C étant la eonstaiile quelconque iuse|)aral)le de toute intii- 
giatioii. Ici, la constante, n’est fias nulle comme au ii” 72; 
parce qu’a l’origine du temps la vitesse, au lieu d’ètre nulle, 
est, fiar hypothèse, égale ;'i la vitesse initiale. Si donc « est 
cette vitesse, la valeur de V d(‘\ieiit 



Quant à la valeur de #, on a 



Ou peut arriver également à cette valeur de * d’une autre 
manière, eu remanfuant que l’espace parcouru est égal, d’a- 
près la quatrième proftositiou, à la longueur décrite eu vertu 
de la seule vitesse initiale, c’est-:i-(liren/, plus la longueurdue 
10 . 
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Ii8 


à la seule aclioii de lu force, qu’on sait c 


'''"If s’"'- 


Paieillcmenl, l’équation intégrée de la force vive renfer- 
incra une constante ; car 


f’p ds + C~ ; m Y‘ : 
du 

Cl (; ne peut plus être nul, puis(|u’à l’origine du temps, la 
vitesse, au lieu d’èlrc nulle, est égale à a, et par suite, la 
force vive est i mad ; en sorte que la relation devient 

/ P ds = ç m V* — 5 ma^ . 
do 

31ais cette vitesse initiale a n’iullue pas sur les équations 
relatives à des périodes non comptées à partir de l’origine; 
car, dans les dillérenccs, la quantité due à celle vitesse a 
dispuraii nécessaircnieni. Ainsi, 

I P dt = m V, — m V„ ; 

dr„ 

j ' |> ds = \ m VJ — j m V’ ; 

ds, 

eomiiies’il n’y avait pas de vitesse initiale. El cela doit être, 
car eu établissant la relation pour une période non conipU-e 
à partir de l’origine, que fait-on autre chose que de considé- 
rer un inubile déjà animé d’une certaine vitesse, ce qui est 
justement rentrer par aulicipaliou dans le cas actuel? 

Il ressorl de là que toutes les conséquences formulées au 
11 " 78,el(iui sont déduites de la dei nière équation, ne subis- 
sent aucune modilication dans leur énoncé. 
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« 


ÉUtnl ilonm'i' une forer tiHelionqiir,ruriable ù lu (ois de grondeur et 
Je direelion, déterminer le mnurement curriligne qui en ri'siille; 

DU réciprtK|uement ; 

Étant eonnu le mnurement rurriligne d'un jmint, troiirerla force la- 
riable qui pourrait le produire. 


80. — Pour plus de g»‘iKTalilé, nous supposerons tout de 
su'Ue ()ue le mobile possède une vitesse initiale au inomeut 
où la force commence à le solliciter. Cette circonstance 
n’introduii'a eu réalité aucune diHicullé de plus, puisque, 
par cela seul (|ue la force a une dirc(;tioii variable, la trajec- 
toire est curviligne c’est-à-dire aussi générale qu’oii puisse 
la supposer. 

Preuous pour origine des coordonnées le pointU où la force 
commence à agir sur le mobile, et pour axes de coordonnées 
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trois droites OX, UV et O Z (|iii se coupent à anj'le di’oit en 
ce point. 

La soUilion du problème consiste à trouver la position .11 
du mobile au bout d’un temps (pielcompie, cl subsidiaire- 
ment sa vitesse à ce mo- 
ment, ainsi que les équa- 
tions de la trajectoire sui- 
vie dans tout le cours du 
mouvement. 

Soit m la masse du mo- 
bile, l’ la valeur de la force 
ipii le sollicite à l'instant 
considéré, a, c, y les trois 
anfçles formi'-s par cidle force avec les trois axes, — Les 
quantités P, a, ê et y sont dos fonctions connues du temps. 
— Soit enfin V la grandeur d<> la vitesse inconnue, et n, h, c 
ses trois angles avec les axes. 

Nous avons vu, dans la sixième proposition (n°66), que la 
projection ou la composante de la force, suivant une droite 
quelconque, est égale à la masse du mobile multipliée par 
l'accélération de la vites.se pi'ojetée ou dt'composée suivant 
la meme droite. Si l'on applique ce lli(‘orèmc, successivement 
|iour cliacun des trois axes, on obtiendra les trois é'qualioiis : 



Fig. 11. 


(/(Vcosn) „ „ 

l’ cos U = m — — ; ' , P co.s c : 

<l( 


d(cosli) „ d(cosc) 

: m — ; — , t‘ cos y— m ■ 


(h 


lU 


qu'on est dans l’usage d’écrire de la manière suivante, eu 
désignant par .\, V, Z l(*s trois composantes de la .force P, 
et par r, u, ir, celles de la vitesse V : 


( 1 ) 




tin' 

(It 


Un sait d’ailleurs, d’aprf*s cp qui a é\v dit au n* 6J , que 
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( 2 ) 


V 


tir 

lïï ’ 


<iy 

U — ^ , w 
di ’ 


dz 
di • 


Ces six éqiiaiioiis n'solveiil toinpleleiiieiil le prolilèiiie, 
car elles pernieltciit rie lioiiver a:, y, z, v, u, ir eu l'onction 
•les (piantilés connues. On peut dire avec raison que le pro- 
blème. (lu luoiivemeiU curviligne est ainsi rameiKÎ à trois 
problèmes de inoiivemeut rectiligne, s’efl'ectuaut suivant 
chacun des trois axes. Ainsi toutes les rcman|ues (lu’on a 
pu laire dans le chapitre précf-dent s’appli(|ueiU textuelle- 
ment : 

1* Au mouvement suivant OX, dont la composante X (>st 
la force ; 

2” Au mouvement suivant OY, dont la composante Y est 
la force ; 

3" Au mouvement suivant OZ, dont la conqiosante Z est la 
force. 

Nous ne nous arrêterons pas à chercher les valeurs de 
a-, y, Z, non plus (|ue celles de r, ii, ir, valeurs (pii s’obtien- 
nent de la même manièi'c que celles de .« et de v dans le 
chapitre que nous venons de parcourir. Nous aurons à rrs- 
produire la même observation en ce qui (mucerne rinlluence 
de la vitesse acquise. Les valeurs seront alors de même 
forme tpie celles du n" 79; c’est-à-dire que r, ii, w seront 


/'s r ' /**Z 

respectivement égaux à / '—(II, I — (h, I ^ ‘'•'i'* 
montés des composantes de la vitesse initiale; et ([ne .r, y, z 

r'f'x i ' r'\ 

seront respectivement égaux à / / —d(-, j 1 

t'ot'n 

n ’'z 

— dt\ pareillemeni augmentes des espaces parcou- 

I 

rus dus à ces mêmes composantes. 

Quant à la trajectoire, elle s’obliemlra, comme ou l'a vu 
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.TM 11° 70, en éliiiiinani le temps entre les trois équations <|ni 
fonrnissent les valeurs des trois eoordonnées. 

Lorsque le problème, au contraire, consiste à trouver la 
force, (‘tant connue la position du mobile à chaque iuslant, 
la solution est, analytiquement parlant, beaucoup plus 
simple, car elle se réduit à effeiTuer les difl'érentiatious in- 
diquées dans les équations (1) et (2) ci-dessus. 


Mouvement rectilijKne tanfcenliel. 

TIIÉOIIÈMF, I)F. LA FORCE VIVE. 


fil. — On a démontré au n" C7 que, si T est la composante 
delà force P suivani la tangente à la courbe eu clia(|ue point, 
et V la vitesse absolue du mobile, dirigée suivant celte 
même tangente, un a la relation 


(E) 



ce qui revient à dire que le mouvement sur la eouibc s’ef- 
fectue comme un véritable mouvement rectiligne dont la 
foiT-e serait la seule composante T. En faisant doue abstrac- 
tion de la forme de cette trajeeloirc pour ne nous occuper 
que de la longueur absolue des arcs parcourus, supposés 
rectifiés, nous pouvons appliipier à ce mouvement tout ce 
(|iii a été diTiioiitré pour un mouvement rectiligne (|up1coii- 
(pie, et notamment les conséquences suivantes : 

La variation de la quantité du mouvement, entre deiiv 
époques quelconques, est égah; à rimpulsion de la compo- 
sante taiigcntielle entre ces mêmes époques ; 

La variation de la force vive, entre deux positions quel- 
conques, est égale au travail de la composante tangeiiiiellc, 
entre ces mômes positions. 
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La variation clcmcntairc delà force vive est é"ale an tra- 
vail (■IcnKMilaire de la'coniposaïUe lan^eiilielle. 

.Arrêtons-nous im insiant sur ce travail de la composante 
taiigentiellcr. iN’ons voyons fine, dans un monvfmient enrvi- 
ligiif’, il y a, entre la force (|iii sollicite un moliileet la foire 
vive de ce mobile, la même ndalion (piedans mi monvem«*nl 
rectiligne, ponrvn que l.i force soit remplacée par sa com- 
posante langenlielle, on, ce ipii revient an même, pourvu 
(in’on considère comme truvuU il’inic force à cliafpie ins- 
tant, non pas le produit absolu de celle force par l’es- 
pace parcouru, mais le produit de cette force projetée mir 
lu direction du purcouvx , multiplitu; par ce parcours. 
C’est là, en effet, le point d(; vue (|u’oii a adopté en méca- 
nique : on estime le travail d’une force en la projetant préa- 
lablement sur la direction de l’espace parcouru à chaque 
insiant. 

Kemanpions bien que cette délinilion,dont nous exposerons 
tout à l'heure le motif, n’est nullement contradictoire avec 
celle qui a déjà été adoptée dans le inoiiveinent rectiligne, 
l’our ce dernier, en effet, la force projetée sur la direction 
du parcours n’est autre que cette for(;c absolue elle-même, 
puisque la direeliou de l’espace parcouru et la direction de 
la force se confondent absolument. On peut ajouter que le 
tiavail dans le mouvement rectiligne n'est qu'un cas parii- 
ciilier du travail, conçu d’une manière plus générale, dans 
le niüuveineiit curviligne, cas particulier consistant en ce 
que l'angle de proieclion est nul ou égal à 180°. 

Avec cette nouvelle définition du travail, la relation 



peut être formulée en mettant à l’éc.art la composante tan- 
genlielle pour y substituer la force donnée elle-même, et 
disant ; Dans un mouvement quelconqne, la variation de 
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foi cc vive enlrc deux positions du mobile est égale au tra- 
vail de la force qui sollicite ce mobile. 

Il UC faut pas perdre de vue, bien entendu, que cet énoncé 
n’est rigoureux (|u’aulanl que le travail demeure détiiii 
comme il a été convenu plus haut, eu tenant compte de 
l’angle l'ormé avec lu force par lu direction de l’espace par- 
(!Ourn. 

82. — Une telle definilion du travail est en elle-même 
parfaitement légitime, en ce sens que, dans la science théo- 
rique, rien n’enipèclie de donner le nom de travail à la tpian- 
tilé qu’il plait de considérer. La seule loi à laquelle les 
délinitions soient assujetties, c’est de demeurer d'accord 
avec elles-mêmes dans la suite de l’ouvrage. Ainsi , l’on 
n’aurait pas pu employer ce mot de travail, comme nous 
l’avons fait, dans le inoiiveinent curviligne, s’il en était rt'-- 
sulté une contradiction avec le sens d<‘Jà admis dans le mou- 
vement rectiligne. Mais nous avons vu, an contraire, que les 
deux énoncés concordent, et tpie la première délinition 
est implicitement comprise dans la seconde. Cette expli- 
cation, qui est dt-cisive au point de vue purement logique, 
ne serait pas cependant satisfaisante pour l’esprit, si, ayant 
une première fois montré par suite de (pielles analogies 
avec les opérations industrielles on a adopté ce terme de 
travail, on ne se préoccupait plus la seconde fois de faire 
ressortir que les mêmes motifs subsistent encoi e intégrale- 
ment. Dr, c’est ce qui deviendra évident, pour peu qu’on 
réfléchisse à la nature des mouvements curvilignes réalisés 
dans l’industrie. Le but qu'on s’y propose invariablement 
est de faire mouvoir une force le long d’une courbe relalive- 
inent fixe, comme une courroie sur une poulie, ou un outil 
sur un cylindre à aléser, etc. En pareil cas, la force se décom- 
pose toujours en deux, une composante normale, qui est inu- 
tile ou mènv' nuisible à l'opération qu’on exécute, et qui est 
détruite en pure perte par l’axe de la poulie, par les points d’at- 
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laclio du cyliiidi'e, elc., cl une composante lauj^entielle qui 
seule a son eflet utile et accomplit le travail tel que nous 
renteudons et le recherchons. C’est donc à bon droit, parla 
considéraiiou de ces résultats industriels, qu’on a été con- 
duit eu iuécanique à donner le nom de travail au produit de 
l’espace parcouru par iaprvjecfiun de la foree sur la direc- 
tion de cet eupace. 

Il devient dès lors sans intérêt de laisser, dans l’t-qualion 
de la foree vive, lignrer explicitement la composante lan- 
genliclle de la force, puisque c’est celle force ellc-inème 
dont il s’agit dans l’énoncé. Aussi écrit-on généralement 
celte équation sous la forme suivante : 

I P ds cos (P, ds) = \ tn\] — J m , 

P ds cos (P, ds) = d (■; m V’) ; 

en repré.sentant par eus i P, du) le cosinus de l’angle formé 
par la force P avec rélémeni parcouru d*. 

L'ne remarque qu’on fait immédiatement sur celle équa- 
tion, c’est que, dans le produit P. ds. cos (P, ds), on peut 
aussi bien regarder ds. cos (P, ds) comme la projection de ds 
sur P, que regarder P. cos (P, ds) comme la projection de 
Psurrf».Cela p<‘rmet de donner un nouvel énoncé au tiavail 
en le considérant comme composé de la valeur absolue de la 
force et de la projection, à chaque instant, de l’espace par- 
couru sur celle force. Quand on adopte ce dernier point de 
vue, on met ordinairement l’équation sous celte forme 

\ 'p dp= ; J/l v; — ’ m Vj , 
et 

P dp — d (j m V’) ; 

en désignant par dp la projection de ds sur la direction de 
la force. 
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N. B. On pinii loiijuiirs regarder P el rf* comme essenticd- 
lement positifs. Le véritable signe du travail sera amené par 
le signe du cosinus. 

83. — La relation précédente est susceptible, avons-nous 
dit, de fournir toutes les mêmes conséquences qui ont été 
présentées à Foccasion du simple mouvement rectiligiu!. 
Nous nous borneruns ici à celle qui offre le plus d’intérêt, 
e.t qui est lelative au cas où la force P est constante en di- 
rection et en grandeur. 

Si l’on appelle p la longueur interceptée sur la direction 
de cette force par les projections des deux positions extrêmes 
entre lesquelbîs on considère la variation de force vive, cetie 

pt, 

longueur/) sera précisément égale à i du cos (P, r/j»), en 

» » 

sorte que la relation devient 

Vp = ! ,/i Vî - ■ m ; 

ce qui montre (|ue la variation de la force vive ne dépend 
que de l’écart des projections extrêmes, et nullement de la 
forme de la trajectoire. 

Si donc un mobile est lance successivement d’un certain 
point de l’espace avec une même vitesse, dans des directions 
diirérentes, et s’il est dès loi's sollicite par une force con- 
stante, ce mobile aura toujours la même vitesse absolue, 
quelle que soit la forme des trajectoires, en passant aux 
points où ces diverses trajectoires reneoutrenl un plan per- 
pendiculaire à la direction de la force, mené à une distance 
quelconque du point de départ, ("est ce qui arrive notam- 
ment en projetant un corps dans l’espace; quelle que soit la 
direction de la vitesse initiale, il reucoiilre toujours le plan 
hori/.ontal avec la même vitesse. 
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AUTRE HAMÈRE DE DÉDUIRE LES ÉQUVTIUNS PRÉCÉDENTES. 

L’équation de la füicc tangcntiellc doit évidemment 
pouvoir se déduii’o des relations établies an n" 80. En effet, 
ces dernières expriment que le théorème du 11 “ G6, consis- 
Uint en ce que lu projection d’une force est égale à la masse 
multipliée par l’accélération de la proji ction de la vitesse, 
convient à trois directions différentes, qui sont celles des 
trois axes; mais cela revient Justenicnt à exprimer que le 
théorème est vrai pour une direction (pielconquc. Donc l’é- 
quation de la force tangcntiellc, qui est relative à lu direc- 
tion particulière de la tangente, doit être implicitement 
contenue dans les trois équations relatives aux axes. 

En effet, reprenons ces dernières en laissant en évidence, 
dans les seconds membres, la projection de la vitesse ab- 
solue : 

d(VcoS(i) d{\ cosb) d{M cos c) 

Développons les difféi'entielles des produits ; il vient ; 

„ dV d . cos a 

\ = m ~r cos a -f- m V ; 

df di 

... „ dV , „ d . cos b 

' (U di ' . 

„ dV d . cos c 

Z = m T- cos c -I- m v . 

dt dt 

Or, les trois premiei-s termes des seconds membres peu- 
vent être considérés comme représentant les composantes, 

suivant les axes, d'une force égale à , et dirigée sui- 
vant la tangente, c’est-à-dire faisant avec les axes les angles 
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a, h, c. CVst donc là la force langentiellc déjà trouvée, 




ï=»l 


'iX 

dt 


Quant aux seconds termes des mêmes équations, remar- 
quons que les trois cosinus qui y figurent sont respective- 

menl égaux ^ *•* différentielle qui y est 

prise par rapport à l est égale, d’après les règles connues 
de l’analyse, à la différentielle prise par rapport à #, multi- 
pliée par^ = V. Donc, 


( 3 ) 


d cos a 

d eus a 

7 = ' 

dt 

‘Il 

' di- 
y ds 

dt 

~ ds 


ds 

d co s b 

d cos b 

_ V 


'!!i\ 

[ (Ù J 

dt 

(is 

dl~ 


ds 




il i 

i dz 

d cos c 

d cos c 


''1 

\ ds ) 

~~dT 

ds 

dt~^ 


ds 


Or, si l'on appelle y., > les angles du rayon de courbure 
avec les axes, et o la longueur de ce rayon, on sait que l’on a ; 


cos ?. = 


cos U. ■■ 


cos V = & 


, dx 

‘‘dl 

d’où 

, dx 

^ -r 
ds 

cos À 

ds ’ 

ds 

P 

d$- 


d^4 


ds 

d’où 

ds 

cos ^ 

ds ’ 

ds 

P 

d ^ 




ds 

,, , 

ds 

cos V 

~~di ' 

(1 OU 

ds 

~ ' 


En faisant la substitution dans les équations (<‘l),et de là 
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d;ms les équations (2), on voit (ine les seconds termes de 
ces dernières deviennent respectivement égaux à 

TH V* . OT m V* 

co s 1 , co s U , co s y ; 

P P ‘ P 

quantités qu’on peut considérer comme les trois compo- 
santes d’une force dirigée suivant le rayon de coin bure, 
c’est-à-dire faisant avec les axes les angles iâ, v. C’est 
donc la force centripète que nous avions déjà considérée 
dans le cours de la sixième proposition, 


■Ainsi cette relation , aussi bien que celle qui concerne la 
force tangentielle, se déduit des trois (‘quations établies pour 
les trois axes. 

La manière même dont ces deux forces T et i\ se présen- 
tent dans le calcid pr('C('denl met bien en évidence leur rôle 
respectif dans le mouvement. Le point de vue analytique est 
tout à fait d’accord avec le point de vue mécanique. En effet, 
la force tangentielle, dans les (M|uations (2), cûrres|)oud à 
la variation de la seule vitesse, les cosinus de a, A, c ne va- 
riant pas, c’est-à-dire la direction de la tangente étant sup- 
posée constante, et, par suit»!, le mouvement étant regardé 
comme rectiligne; au contraire, la force centripète corres- 
pond à la seule variation de la direction de la tangente ou à 
l’innexion successive des éléments parcourus, la vitesse ab- 
solue étant regardée comme constante. 

On donne assez fréquemment une méthode géométrique 
très-simple pour trouver la valeur des forces tangentielle et 
centripète, et qui est basée sui' les mêmes considérations 
déjà présentées au n" 7.5, où l’on trouve l’expression de l’ac- 
céboation due à une force variée, en regardant cette force 
contnie constante pendant un temps inflniment petit. 
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Soit le mobile ui rivé en M avec une vitesse V, et sollicité 
en ce point par la force P. Pendant un temps iufiniment 

petit, on peut considérer la 
force P comme constante eu 
grandeur et eu direction, et 
la décomposer en deux au- 
tres également constantes , 
que nous appellerons Tet N, 
et respectivement dirigées, 
rune suivant la tangente 
MT, l’autre suivant le rayon 
de courbure M K. Le mo- 
bile arrivant en M au bout d’un temps inrmiment petit peut 
être considéré comme ayant obéi aux deux mouvements recti- 
lignes M I et .ML. La vitesse suivant M I est V,— V cosM’M 1 
=V, puisque l’angle ftl'MI est infiuiment petit. Donc T, 
... rfv, . , . </V ,,, . . 

qui est égal a , est égal a . D un autre cote, 

lu force N ayant été constante pendant tout le temps dt, ou 

1 N 

a ML=i -dl^ . 

2 VI 

Mais l’arc MM' étant inliniment petit, peut être considéié 
comme appartenant au cercle osculatcur. Donc, p étant le 
rayon de courbure au pointM, on aura, d’après les relations 
géométriques connues, 

M L X 2p = »ni'‘ V"- dC- , 

1 N m V’ 

d’où — ÿp = d'où enfin N= . 

2 m r P 

C’est ce qu’on appelle la méthode d’Iluygliens, du nom 
de son inventeur. 

85. — On peut également déduire d’une manière directe 
l’équation de la force vive des trois équations du mouvement 
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tfil 

siiivaiu les axes, sans passer, eonune nous l'nvmis l'ail, |tar 
l'équation delà eoinposante langonliellc. 

Eu effet, ehaqtic uiouveuieiit recliligne suivant les axes 
douiie lieu de cousidérer un travail et une force vive corres- 
poudanls, dus à la seule composante de l;i force donnée. 
Cest ainsi (pi'un aura : 

X (Ix = (/ î wii>’ , dy — d\ mu^ , Zdz = d i mtv^ , 
Ajoutons membre à membre : il vient 
X dx ^\dij + Zdz=^d + if’) —d{m\‘ . 

= l’ djcos (P, rfi) . 

Doue, eu intégrant entre deux positions quelconques, 

J ’* P ds CO.S (P ,ds)=zim\]—[ m Vj ; 

ce qui est précisément la relation déjà trouvée. 

Nous remarquerons en passant que la relation intermé- 
diaire établie ci-dessus, 

X tix -H Y dy + Zdz = P d.t cos (P, ds) , 

exprime que le travail élémentaire de la force P est égal à 
la somme des travaux dus aux trois forces X, \ et Z. Ces 
dernières sont les composantes de la première, en sorte que 
«•eite égalité signifie que le travail de la force donnée est 
é*gal à la somme di s travaux de ses trois composantes. Ce 
n’est là , au reste , qu’un cas particulier de la proposition 
générale suivante : 

La somme des travaux éléiiienlaires d’un système de for- 
ces quelconques, applitpiées à un point malériel, est égal à 
la somme des travaux de tout autre système éqtiivalenl. 

I. U 
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La démoustration directe en est fort simple : 

La somme des projections , sur une droite quelconque, 
d’un système de forces est égale à la projection de la résul- 
tante de toutes ces forces , à cause de la construction poly- 
gonale qui rattache la valeur de la résultante à celle de 
scs cuinposantes. D’après cela , lorsque deux systèmes de 
forces sont équivalents ou snsceptihles d’étre n>duils à la 
même résultante, les sommes de leurs i)rojeclions sont 
égales. Ür, le travail élémentaire d’une quelconque des 
forces appliquées à un point matériel est égal au déplace- 
ment infiniment petit de ce point, innlliplié par la projection 
de la force sur ce déplacement. Donc la somme. des travaux 
de toutes les forces est égale à ce déplacement multiplié par 
lu somme des projeciions. Donc, cette somme étant la 
même de part et d’autre dans deux systèmes équivalents, 
les sommes des travaux élémentaires .sont aussi les mêmes. 
Souvent on laisse l’équation des forces vives sous la forme 

X dx -1- Y </i/ -\-'Ldz = d\ m , 

qui exprime que la somme des travaux élémentaires des 
composantes suivant les trois axes est égale à la variation 
élémentaire de la force vive du mobile. 


THÉORÈME DES SLRF.4CES DE .MVEAU. 


86. — Supposons que X, Y, Z puissent être respectivement 
exprimées en fonction des seules coordonnées x, y, z -, et 
qu’eu outre il existe une fonction de x, y, z, telle qu’en en 
prenant la dilTérentielle totale , c’est-à-dire la différentielle 
par rapport à x, y, z, considérées successivement comme 
variables indépendantes, on retombe précisément sur la 
fonction \dx-\-\dy-{-'i'd z , dans laquelle, bien entendu, 
X, \ et Z sont supposées remplacées par leurs valeurs. 
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Soit (x, y, z) la l'oiiclioii en qut'Stioii, telle, disons-nous, 
qu’on ait : 

^ dx dif dz = \ dx -i-Y dij -{-Zdx . 

dx dy dz ■' 

.\clnellemenl prenons l’inlégrale de \d x-\-Y dy-\-T,dz, 
enlre deux positions (létenninées du mobile, dont les coor- 
données seront respectivement <■„, a,, h^, e^, corres- 

pondant aux vitesses V„ et V, du mobile. L’inlégrale indé- 
finie n’élant antre chose que la fonction (j> (x, y, z), l'inté- 
grale définie s’obtiendra en y remplaçant x, y, z par les 
valeurs particulières des deux positions considérées; en 
sorte qu’il vient 

<? (a.. *.» c.) — ^ (a„, 6o. c„) = m VJ — i m Tj . 

r.ette relation nous montre que dans l’bypotbèse où nous 
nous sommes placés la variation de la force vive du mobile 
ne dépend que des valeurs particulières des coordonnées 
des positions extrêmes, et nullement de la forme de la tra- 
jectoire entre ces positions, ni du temps employé à la par- 
courir. 

On voit, en outre, que, toutes les fois que le mobile pas- 
sera par une position telle que la fonction o (ar, y, z) prenne 
la même valeur en y substituant les coordonnées de cette 
position , la force vive aura varié de la même quantité;, et, 
par suite , la vitesse du mobile en cet endroit sera exacte- 
ment la même. 

Or, il est visible que, par cela seul que la fonction est 
supposée exister, il y a toujours une infinité de points dans 
l’espace dont les coordonnées donnent la même valeur à 
cette fonction. 

Car il suffit tpie ces coordonnées satisfassent à la con- 
dition 

(Sf (x, y.z) — C , 

II. 
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('. i|psi^ii:iiii iiiip cpplaiiic i|ii:iiiliti‘ coiisiaiili-. pi|iiaiion 
l'oiiiporlp l’viitciiiiiii'iii mil' inliiiitr do suliiliuiis, piiisiiiroii 
y polit disposop arliiliaii’oiiioiil dos trois ipiaiilitos jr, ij ol 

L’oiisoiiililo do tons oos points n’osl aiitro olioso ipio la 
siirtaoo iiioiiio ropn-soiitoo par rdqiiatioii oi-dessiis. 

On pont doiio diro <pio clia(|uo (ois (pio le niohili*, dans son 
monvenionl ipiolconquo, ooiipora la surfaco ■^(. 0 , y, *)= C, 
il aura la un nie vitesse, ipiols ipio soient le nioincnl et le 
lion üii il ronoonlro oelte surface. 

C’est là une conséquence du moine gonro, mais plus géii<‘- 
rale, que celle ipii a été signalée au n" !j3, dans l’hypothèse 
d’une force constante. Nous ajouterons (jiie ce cas spécial 
rontri; dans le cas actuel , c’est-à-dire ipio la fonction 
Xdx + 'i d y + : a iiécessaireinoiit une intégrale totale 

exacte, quand X,Yet Z y roprésentonl les composantes d’une 
force constante. Aloi’s, en oITot , X, Vet Z sont individuellement 
constantes, et la fonction devient K'dy + K"d 2 , 

en appelant K, K’, K" ces constantes. Or, la fonction dont 
K</ar-f-K'rfy4 K"(/r est la diflérentielle totale, se r<(- 
duil à KxH K'y I K"r , et, par conséipienl , la relation 
Cf \T,y, :)=■(', devient 

K.c+K'y-1- k"î — C ; 

ce qui est justement l'équation d’un |)lan perpendiculaire 
à la direction de la force. 

t’ac plan étant appelé p/an /lortioiifu/ ou de nirrau 
lorsque la force constante est la pesanteur, on a, jiar ana- 
logie, nomnn'" «nr/l/ee de nireuu celle qui i‘st représentée 
par réqiiation C/ (a-, y, r)=fl. 

Il y a évideininent une inlinité de surfaces de niveau 
pour chacune descpndles tous les points jouissent de la pro- 
priété que nous venons d’é'iioiicer, la vitesse ne restantcons- 
tante, hien entendu, (pie sur la nn‘iin‘ surface, el variant 
d'une Mil face à l’aiitn'. Tontes ces surfaces de niveau s’ob- 
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lieiiiR-iil cil iluiHiuiil (utiles les vuleiirs possibles a la cuiis- 
lanle C ilaiis leqiialiuii ^ ’e, y, ^C. 

f/éiioiRM' le plus gi>ii<'>ral de la propriéir! ipie nous exa- 
iniiiuus consiste à dii'c tpie la variation de force vive ou de 
vitesse d’un nioliile , entre deux surfaces de niveau iitiel- 
cuiiques,est toujours la inèuie, quels que soient les points uii 
ce inubiie les renconU'e , et ipiel que soit sou inoiiveineut 
dans l'intervalle. 

Eu chaque position du mobile, la surface de niveau, 
ineni'-e par celte position , est loiijoiii's perpendiculaire à la 
direction de la force. En effet, d’une part, les angles formés 
par la force avec les ii'ois axes courduniiés ont respeclive- 
iiieiil pour cosinus : 

\ V Z 

P ’ : 

d’autre part, les angles formés par la normale a la surface 
de niveau ont respecli veinent pour cosinus ; 

Il *lS „ Ù II . 
ilx ' <ly ' ’ 

en désignant abréviativement par II la quantité 


Le cosinus de l’angle que la force fait avec la normale 
sera conséquemmenl égal à 

P \ dx dtf dz) 

Mais puistpRqpar hypothèse, ^ tlx f- ^ f/i/ -| = 

X »/x -f Y f/y I Z dz, il en résulte : . 

11 = 1 . 

f/.c • <ly' dz ’ I- ■ 
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en faisant la substitution dans la \alpur pn'cpdoiito du posinus, 
on voit qu’ellose nWluil à 1, ce qui |)rouvo(|uc l’angle est nul. 

Ainsi, lu résullaiite de toutes les forces <|ui sollicitent le mo- 
bile est constainnicnt perpeudiculaire à la surface de niveau 
correspondant au point considért-, ou à la surface dont ré- 
quation différentielle est toujoui s Xf/.r +Y bZ</r=C. 

D’où il suit que pour les différentes positions que le mobile 
peut occuper, à diverses époques de son mouvemeiit, sur 
une même surface de niveau, les valeurs de la force corres- 
pondant à ces positions sont inversement proponiouucllcs 
aux perpendiculaires menées à la surface de niveau infiui- 
meut voisine; car, d’une surface à l’autre, le travail, ipii est 
égal à la valeur de la force multipliée par la longueur de la 
perpendiculaire, demeure constant. 

87. — Il est nu cas important où Xf/r-f-Y</i/4-Zrfs est 
évidemment la différentielle exacte d’une certaine fonc- 


tion des coordonnées; c’est 
lorsque toutes les foi ccs qui 
sollicitent le mobile pas- 
sent par des centres fixes 
et sont en meme temps des 
fonctions quelconques des 
distances du mobile ù ces 


U Soit, en effet ; R l’une de 

ff ces forces , passant cons- 

tamment par le centre fixe 
I, et dont la valeur est une cciTaiuc fonction de la distance 
r du centre fixe à la position actuelle AI du mobile. Soien t 
X, y, 2 , les coordonnées du point Al, et //, j>, q , celles du 
centre 1. Les composantes de cette force R, suivant les trois 
axes, auront respectivement pour valeurs 
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par conséquent, les termes dus à la force R, dans lu fonction 
générale Xrfj?-l-Yrfi/ + Zr/ 2 , seront : 

R ^ + U rfy -I- R rf. . 

r r ' r 

Or, d'un autre cùlé, on a • 

)•’ — {x — ny + (y - pY - h {i — </)’ , 

d’où résulte, en diff(Mentiant, 

r (/»• — {x — n) dx -+- {ij — p) dij + (; — q) dz ; 

en substituant dans les ternies précédents, on voit qu’ils 
deviennent simplement égaux à R<f r. 

Pour toute autre force analogue. R', on aura pareillement 
des termes qui se réduiront à W'dr. 

De sorte que si R, R', R" sont les diverses forces qui 

sollicitent 1e mobile, la foiiciion générale Xeiar-f-Yrfy-l- 
Zd 2 se trouve remplacée par 

R dr + R' dr' -f- R" dr" -f- 

Mais puisque R est seulement fonction de r, R de r , 
R" de r" il y aui-a une fonction (r), dont la différen- 

tielle sera R</r, une fonction X C*"')» dont la différentielle 
sera R'rfr, etainsidesnite, pour chacune des autres forces; 
si bien que la somme de ces fonctions 

^ (»•) + y, ('■') + 

constituera elle-même une certaine fonction der, r’,r 

dont la différentielle totale , par rapport à ces quantités, 
sera exactement représentée par Rdr + h'dr ....'.'ï* 
Mais remarquons que r est une fonction de x, y, *, 
savoir : 

une fonction des mêmes coordonnées x, y, z, savoir : 

r'>==(jr-«')»-4-(y— ï’)' *■" P=*' 
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Il', p, q , lescuui'duiiiK-c's du cenlre lixo relatif à la force K'. 

Si l’on subsliliie à v, r ces valeui's , la foiicliuti rp J‘)+ ' 

/_(»•') + de\ieiidr:i dés lors une functioii des coordoii- | 

liées J*, y, dont lu dilléri'iitiellc totale, prise inuinleiiaiU j 

par rapport à jr, y, z, sera exactement égale à Xrfx + Vf/y | 

-\-Zdz, en dé-signanl ainsi la fonction B</r-t-K'</r'H- 4 

R”rf r" -I- i où;-, /■’, r" ,etll = (j»(r), K'=/,(»’') j | 

sont remplaces par leurs valeurs en fonction des coordon- 1 

nées du point M. 

Donc les propriétés des surfaci‘S de niveau conviendront j 

intégralemenl à de semblables forces. I 

La nature oITre un grand nombre d’exemples de forces j 

rentrant dans la catégorie précédente, (lénéraleinent, comme 
nous l’avons déj:'i dit au 11-7.5, les forces naturelles sont 
fonction des distances , ou bien sensiblement constantes, 
et souvent elles s’exercent, soit le long d’une même droite, 
soit en passant par un centre relativement fixe; telles sont la 
IH'santeur, la gravitation, le magnétisme terrestre, etc., etc. 

88. — Il est des cas, au contraire, où l’on petit constater 
imniédiatenient <|uc les forces ne sont pas de nature à rendre 
\ \dy+7jdz une différentielle exacte. 

C’est ce qui arrive toutes les fois que , parmi les foires 
qui sollicitent le mobile, il y en a quelqu’une qui d(>pend 
directement du temps, ou de la vitesse, ou de la forme de 
la trajectoire. Si , par exemple , le mouvement s’effectue 
dans un milieu , tel qui‘ l’eau ou l’air, il se. développe une 
certaine l•ésislance due à la pnisence de ce milieu , et ipii 
a pour caractère général d’aiignieiiter d’une certaine manièir 
avec la vitesse ; si bien que cette force est repi'ésentée par 
une fonction <le lu forme f (V). En pareil cas, lorsque le 
mobile repasse par les mêmes positions les forces totales ne 
sont pas les mêmes, |>nisque certaines d’entir elles dépen- 
dent de la vitesse au passage. Ces forces ne peuvent donc 
être exactement exprimées t-n fonctions des seules coordon- 
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ft, par suite, le tei'iiie sçi'iiiTal \i/r \ \ <l y 2 ne 
saurait être la ililTéreniielle exacte «rime Ibiictiuii ou ces 
c.üoi'ilon liées rigureraient sans antres variables. 

iXuiis (lirions de nièine si U> mobile glissait sur une 
siirlace ou sur une coufIm- (loniu'e et (|ii’il en r(•sullàl un 
rrutleinent (luelconqiie. On sait (|ue tout frottement ll(■|)(‘ml, 
entre autres choses, de IV*nergie avec laquelle le mobile 
presse sur la courbe ou sur la surface ; ce qui revient à dire 
(|u'il dépend de la composante normale du système de toutes 
les forces qui sollicitent le mobile. Or , il est bien évident 
ipie, toutes choses égales d’ailleurs, cette composante varie 
avec la direction des éléments parcourus ou avec la forme 
et la direction de la trajectoire. Donc ici, comme dans le 
cas précédent , il serait absurde de chercher une fonction, 
ne cunlcnant que les seules coordonm'-es, ipii ei'il pour diflV'- 
rentiellc exacte la quantité Xrfx-f- V f/i/4- Z(/?. 

TlIKOnÉMF. DES AIUF.S. 

S!i. — DefuiitiuuM. — On nomme inomciil d'une force 
par rapport à un point, le produit de celte force par la per- 
jieiidiculaire abaissée du point sur sa direction. Celte per- 
IK'iidiculairc est assez fréquemment appelée hrax du tmnnenl 
on bran de levier de la force. — L’expression de hra* de 
lerier est empruntée à la machine très-simple dite levier, 
consistant, comme on sait, en une verge rigide pouvait 
tourner autour d’un point lixe, et pour laquelle la distance 
de ce point tixe à une force appliipn’-e sni' le levier est ap- 
pelée bras de levier de la force. Quant au terme de wo- 
menl , il dérive du mol latin momentum , qui signilie 
produit. — On nomme rayon vecteur A'wn point malé'riel en 
mouvement la droite menée de ce point à l’oi’igine des coor- 
données, cl dire décrite la surface engendrée par les posi- 
tions successives de ce rayon vecteur. 
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Le théorème des uii'cs consiste dans la proposition suivante . 
y Si l’on projette sur un 

i plan le mouvement d’un 

point matériel, ainsi f)iie la 
Ibrcc qui le sollicite, il 
existe entre le inomeut de 
laforceetledonblederaire 
-jç; décrite dansce mouvement 
projeté la même relation 
(pi’entrc la force et la lon- 
/ gnenr parcourue dans un 
l, mouvement rectiligne. De 
\ telle sorte que, si M dési- 
gne ce moment et \ l’aire. 



Kip. Ift. 




on doit avoir 


M = m — , absolument comme on a P = m -j-.- 
di^ ’ dO 


En effet, prenons le plan de projection pour plan des xy\ 
et soit ]\I S la trajectoire du mobile, P la force, NK et Q 
les pi'ojections de cette tiajectoire et de cette force. 

X, Y et Z étant les trois composantes de la force P, on 
sait qu’on a les li'ois équations 


,, d .r 

\ = m 

dl^ 


Y = m 


di^ 


Z — m 


dt^ 


Prenons les deux premières ; inulliplions-les respective- 
ment par y et par x, et la-trauchons-les membre à membre, 
d vient 

(o) Y,t - Xy = 7 m .r — ^ yj . 

La force P est la diagonale du parallélipipède construit 
sur X, Y, Z i et par conséquent Q, qui est égale à la projec- 
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lion de P sur la faee de ce parall^lipipède qui coniienl X et Y, 
est la diafîonale du parall(^lo<»r:mime coiislniit sur ces deux 
composantes dans le plan des xxj. Or Yt et Xy ou N Y x 0.c 
et NX X Oy sont les produits d(! ces coinposaiites par des per- 
pendiculaires respectivement abaissées sur elles de l’oriftine. 
— On sait, par la ftéoinétrie, que la diHéienee de ces deux 
produits est égale au produit de la diagonale XQ par la per- 
pendiculaire Oy abaissée sur elle *. 


‘ Nous reproduisrins ici la déimmslraliim de ce, tliéorènie île ^éoinétii 
dû, comme on sait, à Varignon. 

Soit en elTetNXQV le parallélogramme considéré, et O le point diniuel 



011 aliaissc sur les deiiv côtés et la 
diagonale les perpendiculaires Oj-, 
Oi/, et Oi/. Si le point choisi est 
/ daas le siippIéinciU Y N X' ou X N Y' 
do l'angle Y N X du pnrallclograra- 
nic, eomnie nous venons de le sup- 
poser, le produit de la iliagonalc 
par sa perpendiculaire Oi/ sera égale 
Y la lomme des produits des deux 
côtés N Y et N X jiar leurs perpen- 
die aires respectives Ox et üÿ. Si 
■'ifeontraire le point choisi est dans 
I .ingle YNX nu dans son opposé 
Y' NX', en 0' par exemple, le pro- 
duit de la diagonale N Q par sa per- 
]iendlculairc O'i/' -sera égal à la dif- 
férence des produits des côtés NY 
et N X par leurs perpendiculaires 
O'i’ et O'i/'. 

Pour le prouver, joignons ON, 
et décrivons sur chacune des trois 
lignes NX, NY, NQ, les trois pa- 
rallélogrammes ONX (I, ONYti, 
ONQc. Ces parallélogrammes au- 
ront respcelivcnicnlpoiir mesures de 
eurs surfaces les trois produits en 


Fig. 13. (|ueslion. Mais ajant une base coin- 

mune ON, ces parallélogrammes sont entre eux comme. Ii» perpendiculai- 
res abaissées du point 0 sur hY, oX, et fQ; ou, à ause du parallélisme 
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Ia‘. prtüiiiiT niL'iiibrc ili- réquaiioii ;«) csldoiic h; iiiuiiiciit 
iluiil lions avions parlo, et que nous (li'sigiu'i'ons |)ar i)q, en 
incllanl en évidence la force Q et le bras q (|iii le composent. 
Quant an denxiènic nicmbre de celle inènie éqnation, re- 

il^rdy — yd.r) 


inaripions que 


d! 


dt- 



t 

N,'' 




4 ! 


1 

1 


H H' 

Fig. 1«. 


Maisa*(/j^ — ydx n’estantirclioseqnc 
le double do l’aire inGniinent petite 
décrite par le rayon vecteur O N pen- 
dant l'iiistant dt. Otto expression, 
connue en analyse, est très-facile à 
retrouver : car soient OX et UV les 
deux axesdn plan de projection, ().\ 
et OX' deux rayons vecteurs iidini- 
nimit voisins. Le triangle élémen- 
taire OX’X” est égal à ON' II’ — 
NN'H'n-oxn. 


Or O K\\'=\(x-\-dx){y + dy)=\.ry-{-~ady-\-\iii(.T-{-^,(l.v<hi , 
.N iVirH = rfx (y-f- i f/ÿ, î</x(/y, OMI=;.ry , 

d’où O N If = i (x dy — y dx) ; 

«'■galilé qui a lien d’ailleurs quel (pie soit le monveiiKMit 
snppos(\ 


lie ces trois lignes, eoiniiie le.s trois lonuueurs (in’elles inlercc|i|i‘iit sur une 
jicr|M‘n(liculnirc commune. I.cs parallclosrammc.s susdits, ou les trois (pro- 
duits p’ii Piucslion, sont donc entre cti\ comnie ces trois longueurs. Mais il 
est vi.süple que la dernière est la .-«inunc des deux (>reiuiéip's. Dpiiic le deniior 
(prorliiit est égal A In .somme des deux aiilres. 

Quand le point choisi est en O', on reconnait avec la même facilité que la 
troisième longueur e.st égale A la dilVércnp c des deux autres. 

Or, dans la p|ueslion iipécaniipie qui nous a ramenés à ce Ihéoréme, l’ipri- 
gine des p ooiplonnées O de laqin’lle on aliaisse les periK-ndienlaircs e.<t eri- 
deiument plans l'angle opposé à l’angle X N Y i done c’est le deuxième ré- 
sultat qpp'pin doit adopter. 
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Si (.loue / dôsigiio l’îiirp linio, l;i (|iiaiililé nhj — tjdj; sera 
reiticseiilct; par dii'f.), el le second membre en question 

deviendra — - ; par suite IV-qnation (n) prendra la forme 
annoncée : 


(I) 


Q(/ = w« 


(P 2 >. 
dp ■ 


La même proposition peut être établie pour chacun des 
autres plans coordonnés, ce <|ui fournit les deux anti es rela- 
tions analogues 


( 1 ) 


oy: 


d- 2 /. 
‘ dp 


QY' = ”‘ 


(P 2 
dp 


On donne indilTéremmeiU celle forme on l'on garde celle 
lie i'éiiuation (u),qni, au fond, a nue signification identique. 
Les trois i-elations restent, dans ce dernier cas, les suivantes ; 



y. B. Si la irajectoii'c du mobile dans l’espace élail une 
courbe plane, on pourrait pi-endre son plan pour plan de 
pi'ojeclion. Le ihi'orème deviendrait alors celui-ci : Le mo- 
ment de 1a force et le double de faire décrite sont liés enlie 
eux par l’)■qualion du inonvement rectiligne. 

yO. — Les équations (2) ci-dessus peuvent l'Ii'c interpre- 
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1 res d’une :mtn? inanière, égaleniont remai'qiuible. Prenons 
la pmniére, par exeiniile, reniplaçons-y, comme précédem- 
. rfy dx \ 

</'■'« d~x ' \ dt ^ dl J 

ment, " """ 


dt' 


y P-'"' — 


dt 


, . . dx dii 

les fpiaiiiites -y-, ne sont autres que les vitesses compo- 


santes r et II. La vitesse du moliile, dans Son mouvement 
projet!-, vitesse que nous di-siguerous par U, est la diago- 
nale du parailélogranuiie construit sur v et u. Donc, pour le 
même inolil qui a di jà été exposé à l’occasion de la force Q, 
le produit de U |)ar la perpeudienlaire abaissée de l’origine 
est égal iix — rij. L’é-quatiou en question devient ainsi 


() V : 


d(V.p) 
dt ' 


en nommant p cette perpendiculaire. 

Intégrons par rappoi t au lenips, entre deux époques 
et /, du mouvement, il en résultera : 

( Oijfrff = wll,p, — »nU„p„i 

l/ (o 


ce ipii nous montre que rimpnision du moment de la force 
est égale à la variation du moment de la quantité de mou- 
vement, dans le mouvement projeté. 

i\. II. Si la irajecloire était plane, la proposition s’appli- 
querait aux quantités absolues au lieu de leurs projections. 

91 . — Supposons que le moment Qq soit nul. 
d^ '>/. 

11 en résulte que =o, d’où, en iiilégrant deux fois : 


). = ■ A f ; 

A étant une eonsiante dont la valeur représente le double 
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dci'uire décrite au bout de l’unité de temps. — Nous udinet- 
tOBS ici tacitement que les aii-cs sont comptées à partir de 
l’origine du mouvement ou de la posilion initiale du rayon 
vecteur. Dans le cas contraire, il faudrait ajouter à jA/ une 
constante C dont la valeur serait égale à l’aire comprise 
entre le rayon vecteur initial et celui à partir duquel les aires 
sont évaluées. 

Cette relation À =5 A/ nous montre que, pour un plan 
sur leipiel la projection du moment de la force est nulle, 
l'aire projt.-tée augmente uniformément ou d’une manièi’c 
proportionnelle an temps. C’est ce ipi’on nomme la conucr- 
ration de» aires, qu’il serait mieux d’appeler la propor- 
tionnaUtè de» aire». 

Si les trois moments Qç, Q' 7', Q '7 " sont simultanément 
nuis, cette propriété existera pour les trois plans coordon- 
nés; et en général pour un plan quelconque passant par l’o- 
rigine. En ell'et, f/À, d'd, de", désignant les projections sur 
trois plans de l’aire ••lémentaire décrite, et dij> sa projection 
sur un plan quelconque faisant avec les priicédents des 
angles «, c, 7, la projection doi sera égale à cosocf//-+- 
cosofi/'-f-cosyrfX", et, par suite, on aura : 

w=Xcos« -4- X' cos 6 -f- X" CCS y:»; I (A cos cz. -H A' cos ê -H A"cosy) t 

Il est aisé de voir que, dans ce cas, la trajectoire du mo- 
bile est toujours iimi courbe plane dont le plan passe par 
l’origine des coordonnées. Car, de ce (jne les trois moments 
sont nuis, il s’ensuit <)ne les trois équations correspondantes 
sont : 

X dy — y dx = A rft , 

2 dx — X dz = A' dt , 
y dz — 2 dy = A"dr . 

Or, ces relations n’etant qu'une combinaisou analytique 
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()cii U'oi.s (’-qiiutions ordinaires du nioiiveinenl, ne peuvent 
fournir [lour les coordonnées d'auli’es valeurs que celles 
qu'auraient direetenient fournies ces dernières. .Mais l’oii sait 
que pour trouver les éipialions de la Irajecloire il faut éli- 
miner le temps entre les valeurs des eoordouiiécs. On olnieut 
iinmédiatement une des deux éipiatious cherchées en mul- 
tipliant chacune des relations ci-dessus par la coordonnée 
qui n’y ligure pas, et ajoulanl ensuite membre à membre. 
Il vient ideutiquemeiil 

,\r -l- ,\'i/ ,\".r = O , 

ipii est bien l'éipiaiioii d'un plan passant par l'origine des 
l'oordüuuées. 

Ihiisquc la trajectoire est plane, ou en conclut que les 
aires absolues croiss«mt proportioiiiiellement au temps, de la 
même manière qii’oii venait de le reconnaître pour les pro- 
jections. 

I.es moments (}q, Q"</" ne peuvent être rendus nuis 

simultanéincnt que de deux faf.oiis ; 1° eu supposant que la 
force 1’ est nulle; 2® en supposant que son bras de moment 
est nul, ou que sa direction passe par l’origine des coor- 
données. 

La première hypothèse répond au cas d'un mouvement 
uniforme du point matériel; la seconde, nu cas où il estsol- 
li<'ité par une force coiistaminent dirigée vers un centi'c fixe. 

.\insi, les forces centrales, que nous avons déjà vues jouir 
d<! propriidés remarquables à l’occasioii des forces vives, 
ofl'rent celte nouvidle parlitailarilé, cpie la trajectoire qu’elles 
diùermiiient est une courbe plane dans ln(|uelle les aires dé- 
crites augineiiteiit unifurméincnl. 

La proposition relative au nionient de la quaiititi'* dit mou- 
vement donne lien à nue conséquence analogue. 

Ou voit (pie, lorsque le monient de la force est nul, le mo- 
ineiildela ipiaïuile de mouveiuent demeure eonsiaul à toute 
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cpoqiir, ou, CO qui rovk-ni au mônio, que In qiiaiililr' de 
iiiouvomont vario on raison invorso tl(> son bras do lovior. 
C’osi là corlainomonl un fait bien digne d’allonlion, quo 
toiito forco oomialfi soit inqiuissanlo à niodifior lo niomoni 
(loin vito*ss(*, (‘t ({Il elle ii iiifliio sur c(dt(; d(*rniôro ({u’à la 
loiidilion dinnuor aussi, diino inanioro o\aol(*iuont C()u- 
iniro, sur la longiioiir do la |iori)oudiciilairo inoni'-e à la di- 
rootion do cetio viti’ssc. 


La nature niaiiifi'sto, prineipaloineiit dans bis |lll(■■^ün1onos 
astronomiqiios, do grands oxeinplcs do cos lois romarqiia- 
blos. C’est ce quo nous verrons iiltérioiiroinont, avec de plus 
amples détails, dans le septième livre de noire oxposiiion. 

Le theoreme dos aires, tel que nous venons do lY'tablir 
dans le cas d'une force oonlrale, jteut être démontri' diroc- 
tenicnt par de simples considérations gi'oméiriques. 

En effet, soit O le centre lixe et M la position du mobile à 
un certain moment t ce mobile possède alors une certaini' 
y ^ vitesse qui, si la force ceu- 

’ » l'fnè- 

/ 1 ' lierait on un certain poinlT 

/ ^ - au boni de l'instant»//. Mais 

, simultanément la force cen- 
traie agit suivant M O, et 
Fij. 17. ftrail {tarcoiirir au mobile 

la longueur M I, s’il n’avait pas de vitesse acquise. Le mou- 
vement effectif qui résulte de c,es doux mouvemenis partiels 
est repré'sonlé par la diagonale M M' du parallélogramme 
MTM'I, et cons(‘(juemment le mobile, au bout de l’instant 
dt, vient en iM'. L’aire décrite |»endant cet instant est le 
triangle infiniment petit .MM'O. 

lîaisonnons de même pour l'iustant suivant : soit M'T' — 
MM' la longueur parcourue jiondant ce deuxième instant 
on vertu do la seule vitesse acquise en M'; soit M' l' la lon- 
gueur duc à la seule action de lu force centrale dirigé-e sui- 
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vanLiM'O. I.u nouvelle aire dt'crile.sera le iriansie UM'iM", 
égal à OM'T' eonime ayant inêine base Ü.M’ ei niêine hau- 
tenr, puisque les deux soniinets T' et M" sont situés sur une 
même parallèle à la base. Or OM'T' égale OM.M' comme 
ayant même base et même bauteur. Donc Taire totale croît 
propoi-iionnellement an temps. 

r.ette même déanonstration met en évidence <|ue, s’il n’y 
avait pas de l'orce et que le mobile s'avançât d'une manière 
uniforme suivant la droite MS, les triangles engendr«>s 
MOT, ro r,, pendant les mêmes temps, seraient éganx, et 
la proprié’lé subsisterait, (piel (lue bit le point O cboisi pour 
sommet commun de tons ces triangles. 

TIlÉOnÉME IlE LA MOIXriRE AC.TIO.V. 

!)2. — Ce ibéorèmc ne convient qu'au cas où il existe des 
.surfaces de niveau, et ou, conséquemment, la fonction 
Y est la différentielle exacte d’une certaine 

fonetion des coordonnées. Il consiste alors dans la propriété 
suivante : 

Knire deux ]>ositions quelconques d’nn mobile, l’intégrale 
relative à sa vitesse multipli('-e par Télément de coitrbe par- 
eonrn est toujours un minimum ; 

(rti bien, sons une antre forme : 

La force vive consommée en nu temps donné par un mo- 
bile, pour parvenir d’une position à une antre, est toujours 
un minimum. 

Il faut donc montrer »ine Téqnationde la trajectoire effec- 
tivement d('-crite par le mobile est telle, tpie / \ih , prise 

entre deux positions donni’a's, est un miniimnu ; on que, si 
Tint choisit toute autre trajectoire supposée parcourue par le 
mobile, la variation correspondaul à Tintegrale ci-dessus 
esiconsiamment nulle. 
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En eflcl, d’après les règles coinuies du calcul des varia- 
liûiis, ou a, 1*11 i'(î|)icbeulaiU lu varialiou par la caraclcris- 
liquc 

(1) 0. j yds = I (i.\cls, et oA'cl.t = o\ .ils + \otis. (2) 

Connue </*=V >//, lieu rcsulle oV. «/« = </ A 5 V— V*. 
En vertu du lliéorciue des l'orees vives, 

1 m </V’ = \ dx -i- Y dy + Z dt ; 

donc aussi 

(3) i .J v-2 ^ i ( X Iv -t- Y O y + Z ac ) , 


eu rempla(;aul les difréreiilielles par les variations. 


■Mais puisque — 


dp ’ m dp ’ ni 


tl 

dp 


il s’en- 


suit 


ÙV. </5= 5 di. O 


d'x 

di 


o.r- 


d^y . ^ f/’c . 

-dr^'J-*-7ir^^ 


Telle est la valeur du preiiiier leriiie du second uienibre 
de rèqiialiou (2). Quant au second lerinc Vodx, ou trouve 
sa valeur en rcinarquaul tpte 

ds* = d.T* -f- (/(/’ 4- dP , 

et que, par conséquent, 

ds, 5ds = d.T. ^dx 1- dy. ^dy dz. ^d: ; 

remplaçons le multiplicateur ds par \ dl, divisons de part 
et d'autre par dl et intervertissons dans le second membre 
l’ordre des caraclé*risli(pies o et d, ce tpii, comme ou sait, 
est permis; il vient alors : 
li. 
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V. 0(li : 


dx 

di 


d 'jx - 


.‘h 

dl ■ 


d 5ij 


dz 

dl 


drh. 


Nous avons ainsi les deux punies de la valeur o . Vi/s' ; 
reniplaçons-les dans rintégrale j o.Vih delViiualiou ^ I), et 
il eu résultera : 



ür, les deux premiers termes de l’intégrale représenleiil 
la dilîérenlielle totale, par rapport au temps, de la (luantili- 
dx ^ 

. -j-ox\ nous ferons des rcmartpies analogues pour les deux 


termes suivants et pour les deux derniers. Doue, l'ensemble 
des six termes qui figurent sous le signe ^ est égal à la dif- 
Idx^ _ dij ^ ^ dz^ 


féreiitiellc d 






Donc enlin, l'on a ; 


('•) 


M 


V d.l : 


dx 

dl 


ox -1 


<lv N , > 


il faut ajouter une constante pour 1’inté‘grali- indt-finie. 
Quant à la (|uanlit(i que nous clierelious, qui est la variation 
de l'intégrale de V dx prise entre deux positions fixes, elle 
sera égale à la dilTérence des valeurs ipie prend le si'cond 
membre en y ri'inplaçant successivement les coordonm-es 
par celles qui coi respondeut aux deux positions fixes; et la 
constante disparait. Or, pour cliacune des positions (ixcs, 
les variations 'î.r, oij, sont nécessairement niilles, puis- 
que les traji’Ctoires diverses (pielcomiiies ([u’ou'peut coiisi- 
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dt'ror soin supposées passer toutes par ecs deux points. 

Donc la valeur de la variation de l \ (h, eiitn? ces deux 1i- 

mites, est égale à zéro. On en conclut iminédiatement (|ue 
cette iutégi-ale elle-même est un minimum ou un maximum; 
mais il est visible qu’il ne saurait exister de maximum, car 
en prenant, entre les dt'ux positions lixes, des trajectoires 

de longueurs indéfinies, on ferait croître rinti’grale J \<h 

an delà de toute limite. Donc cette inti'grale est nécessai- 
rement un minimum. 

I.e second énoncé du tlu'orèmt! s'obtient aisément en 
remplaçant, dans cette intégrale, d» par Vilf; elle se change 

alors en j dt, et la démonstration précédente nous prouve 

(pic cette intégrale, et par suite la (piantité j ~ m \^dt est 
un minimum. 

Le théorème de la moindre action ne convient, avons-nous 
dit en commençant, (pi’au cas où Xdx ^-Ydy -\-Zdz est la 
(lilTércntielle exacte d’une certaine fonction des seules coor- 
données. En effet, les déductions ci-dessus s’appuient sur 
l’exactitude de riiquation (.’}), c’est-à-dire sur ce que la va- 
riation de V’, pris(‘par rapport aux seules coordoniu'-es, est 
égale à Xox-f- Yoy q-Zoz. Pour (pi’il eii soit ainsi, il faut 
que V’ ne dépende que de ces coordoniu'cs, ou qucXojr-|- 
Y? y t- Z'î r soit la variation exacte d’une certaine fonction 
des coordoniKÙ-s. 

■\ r<-poqnc où ce théorèimr ci'dèbre s’est produit dans toute 
sa gi'-néndité, au commencement du siècle dernier , les 
sciences naturelles étaient encore obscurcies par des notions 
métaphysiipies. .Aussi voulut-on voii- dans ce résultat analy- 
licpie un principe à priori «pli régissait les foret‘s de la na- 
ture. On argumentait sur une vaine économie d’action qui 
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devait présider à l’arraiigemciil de riinivcrs. L’inaiiilé d’iinc 
lell(* concoptioii est visible ; car, outre ((ue celte prélendue 
cconoiuie d’aclion, transportée en tlehors denosiravaux per- 
sonnels, n’a absolument aucun sens, la conception elle-inèinc 
pé-chail par la base, puisque toutes les forces de la nature 
ne satisfont pas à ce principe, cliiu'il n’est vérifié que pour 
les forces centrales. 11 faut se borner à y voir, eoinnie du 
reste dans tous les autres principes déjà démontn's ou que 
nous (bnnontrerons iilus tard, une pure consi-qiiencc logique 
des lois expérimentales de la nature, exposées au commen- 
ccineut de cet ouvi'age, et pour lesquelles toute tentative 
d’explication à priori est aussi vaiiu' que sléiâlt*. 


4708 particniler d'une force de direelion constante. 

!)3. — Dans le précédent cbapitn^ nous ne nous sommes 
pas occnpé'S du mouvement diUerminé par la combinaison 
d'une force de direelion constante et d'une vitesse oblique à 
la -direction de la force, (’.e mouvement n’étant, en effet, 
qu'un cas ])arliculier du mouvement curviligne le plus gé- 
néral, traité dans le pri’sent chapitre, la solution (pii le con- 
cerne s’y trouve naturellement renfermée. 

Si nous eu faisons ici une mention spi'ciale, c’est unique- 
ment alin de mettre en évidence certaines l■emar(ples rela- 
tives à ce cas particulier, et qui sont dignes d’attention. 

1° La trajectoire est toujours un<‘ courbe plane. 

Un le déduit aisément des ('quations géin'-rales, 

,, d’x „ <Pi/ (th 

V COH X == m , I>cosg = m^, I*cosy = m— , 

en" y éliminant / cl 1’, cl en ayant ('gard à ce que les cosinus 
de la direction de la force sont des (pianlilés constantes. 
C’est, du reste, ce qu’on voit direclemeni pai- des consid(*- 
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râlions gronictriqiios; car la position (pic prend le inoliile, 
sous rinlluence sinuiltainic de la force cl de la vilesse ini- 
linle, se délerininc à clincpie inslant en consiruisani le pa- 
rallélograinnie dont les deux, cijtés contigus sont, l'un la 
longueui- iiarcourue en vei tu de la seule vitesse, l’autre la 
longueur due à la force ; or, ces cfiiés sont Uni, jours pris sur 
les d(‘iix nuiines ligues droites, piiis(pi(;la force a uii(> direc- 
tion constanlc. Doue, lotis ces parallidograinnies , et, par 
suite, leurs soinuiels sont dans l(Tui(''iue plan. 

2" Si la force csl constante aussi eu grandeur, la trajec- 
toire est une parabole. 

C’est encore ce (pi’on poiirrail d('■duire des (■(]ualions gi-- 
iM‘rales, en y introduisant riiypolliése ipie les premiers 
inenibres sont des (piaiitités constantes. Mais il est plus lix- 
pi-ditif de s’en rendre compte directement en prenant pour 
axes de coordoiiiices deux droites respeclivcmeiil dirigi'-es 
suivant la direction de la vitesse et suivant la direction de 
la force. Ces axes seront obliiiues, mais ils ofl'riront l’avan- 
tage (pie eliaipie coordonmie sera si-parcment égale à l’es- 
paec iiarcoiiru, soit en vertu de la seule force, soit en vertu 
de la seule vilesse, ce ipii pcrinetlra de trouver tout de suite 
leurs valeurs, lai cllcl, l’axe des y, par exemple, idaiil pa- 
rallèle à la force, et celui des x à la vilesse, on aura : 

en désignaiil la vitesse initiab' par n. 

l.’(‘(piatioii de la trajectoire s’obtient en éliminaiil le temps 
entre ces deux valeurs, ce ipii doiinc 



eipiatioii d’une paraixde rap|x>rtée à ses diaiiielres. 
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Si l’on voiihiii conservor le systènu! d’a\es rcclangulairos, 
on pourrait loiijonrs pmulro l'axe des ij parallèle à la l'oree : 
(|uaiit à l'axe des .r, il serait oblique à la vitesse, et celle-ci 
donuerait, suivant les axes, deux composantes, «cos9 et 
osinO, en appelant 0 l’angle qu’elle lait avec l’axe des .r. Les 
valeurs des coordonnées deviendraient alors : 


• 1 1 ’ 
x—a cos ^j. t, i(= a sin 0. t i 

' 2 m 

d où l’on lire, pour l’équatioii de la trajectoire, 

r I‘ 

y = X t;mg 0 4- r— T ^ X"'. 

’ ® 2 à‘m cos'" G 


Si l’on voulait di'dnire ces résullats des (’Mpialions gene- 
rales, il snilirait d’y siq)|)oser ipie la trajectoire est tout en- 
tière dans le plan des x>j, et (pie l’axe des y est parallèle à 
la force. La troisième équation générale disparaîtrait alors 
et les deux autres deviendraient : 


l’ 



O = m 


d'x 

d^' 


d’où l'on tire, par intégration, les valeurs ci-dessus de x 
et de y. 

94. — (’e (pii précède nous montre <pte le monvenient 
parabolique (>st la loi de tons les mouvements oit la iv- 
snltante des forces est constante. Si, à un moment (pielcon- 
que, les forc(.-s ou plulcit leur résultante cesse tout à coup 
de varier, la trajectoire, à partir de cet instant, est une pa- 
r.abole tangente à la courbe préccùlcmmcnt dé'crite. On peut 
ajouter cette antre remaripie, ipie, dans un temps inliniinent 
petit,, la force peut être regardée comme constante en gran- 
deur et en direction, et (pie, par suite, rélément de courbe 
décrit est paraboliipie. ,\insi, dans l’ordre dynamiipie, la 
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puriiboic joue vis-à-vis des eourbes le iiièiiic lùlc (jiic le 
cercle osculateur dans l’ordre géoinélrique. l'our nous laire 
une idée de la courbure d'une ligin* (|ueIcon(|ue, nous lu 
ru|)|iüiTuns à celle du cercle (|ui colueiderail avec elle : eu 
uuM-anique, pour nous rendre compte d'un moiivenienl, nous 
devons le rappoiTer à un iiiouveineiU paraboliipie qui coin- 
derait avec lui. Eu un mot, le inouvcnient paraboliipie est 
l'ébauciit inrniitésinial d’nii mouvement i|uelcuii(|ue. 

Celte assimilation est de même degn* <pie celle (pi’ou éta- 
blit dans les inouveinenls rectilignes, en regardant le niou- 
0 vemeiil uniforméineut varié comme la limitt' du inouvimieni 
v:^é. Dans l’un comme dans l’autre cas, l’assimilaliou se 
base sur la considération de la constance de force pendant 
un temps iidiniinent petit. 

L’esprit ne doit pas négliger le coté |)liilosoplii(|ue de ces 
l appi ochenients, (|uioni pourconsiant procédé de substituer 
à l’objet quelconque, mal perçu de nous, un objet sullisani- 
iiient voisin du premier cl beaucoup plus familier à nos ob- 
servations. 

.\insi, eu géométrie, le cercle est sans cesse substitué à la 
courbe générale, parce ipie nous avons une idée assez nette du 
tv|ie circulaire mais fort imparfaite de tous les autres. De 
même, eu mi'cunitpie, la conception directe, fort obscure, d'un 
mouvement quelconque est suppléée par celle du mouvement 
para bol i(|ue(pii s’oiïrc perpê-luellement à nous dans la nature : 
puis(|iie tout corps lancé dans l’espace avec une vitesse iu- 
délermiiu'e, décrit, eu vertu de la force constante de la pe- 
santeur, une courlu; ])arabuliipie. Eu sorte tpie, toutes les 
fois qu’un <’orps se meut sous riiifluence de causes tpiel- 
compu's, on doit se représenter son mouvemeut, si com- 
pliqué qu’il- puisse paraître, comme composé d'une succev 
siou de mouvements iulinimcul petits, identiques à ceux 
que nous produisons nous-mêmes en projetaul uu corps dans 
l’espace. 


Digitized by Google 


i86 


LIVRE U. — rOINT MATÉRIEL. 


Observations générales sur l'ensemble des résultats 
qui précèdent. 


95. — ôqualioiis qui détenniiicni le niouvemcnl le 
plus g<''iiér!il d’un poiiil uiatérii-l absoliimeul libre de se mou- 
voir dans tüulcs les direeiious, sont, cuniine nous avons vu, 
au nombre de trois, qui répondent aux trois dimensions de 
l’espace, suivant lesquelles le mobile .s’éloigne de son p^il * 
de départ. 

Ces trois équations sont les suivantes : 


(A) 


X = 




Z = m 


dw 
dt ■ 


Klles déterminent isobnuent les liois mouvements reeti- 
ligiies, parallèles aux trois axes, dont la simultanéité donne 
lieu au mouvement curviligne en question. 

•\ ces trois relations on joint les trois autres : 




du dz 


«pii ne sont, à proprement parler, quedesi'apiations de déli- 
nition, car elles expriment que, dans cbaeun des trois mou- 
vements rectilignes, la vitesse est égale à la limite du rapport 
de l’espace parcouru au tenqvs employé à le parcourir : rela- 
tions dues conséquemment à ce besoin de notre esprit de 
donner, pour plus de clarté, une signification concrète à ce 
rapport-limite (pii, sous sa lorine primitive, ne nous rournil 
point une image siiflisante. 

Ces trois ('•ipiaiions auxiliaires permettent de donner aux 
trois pn'cédentes la forme 
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(A) X = m 


lii^' ■ 


Y = m 


'h 

df‘ ■ 


Z = wi 


d‘z 
dt-‘ ’ 


sous lafiiirlle elles renrermeiil les relations (II) iniplici- 
icmeiil. 

Kn réstinié, les équations (A), sous une forme ou sous 
l'autre, résolvent eomplc'-teinenl le problème "éné'ral iln 
niouvement curviligne d’nu point matériel. 

Il résulte de là ipie la solulio?i de ce problème peut (•gaie- 
ment (Mre exprimée par des condnnaisonscjueleomiues de ces 
é(]uations, |)ourvu (pi’on en d(’•duise trois autres éfpiatious 
|)aiTaiteinent distinctes, (le n’est là, ou le comprend, (pi’uiKî 
pure (luestion d’algèbre, absolument étrangère à l’objet 
même de la mécanitpie. 

(l’est ainsi tpie les équations (A), que nous appellerons 
désormais les e'iinn/ioiix foiidainenlalex du niouvement, 
pourraient être reinplae(-es, par exemple, par deux d’entre 
elles, jointes à ré(jiiaIion de la foi'ce vive, on par les trois 
éipiations des moments que nous avons vues à la fin du n" 8‘J. 
(Jn pourrait enfin leur substituer telles autres combinaisons 
(pi’il plairait d’imaginer, pourvu, je le répète, qu’il restât 
trois relations parfaitement distinctes entre; la force et les 
Cüüfdomn'es .11 ne faut pas perdre de vue epie, dans ces dif- 
férentes circonstances, on n’anra jamais fait qu’exprimei', 
sous nue forme ou sous une autre, une seule et même chose. 

Si nous insistons sur ce point, tpii semble superflu tant 
il est (Hideut, c’est parce que, dans la suite, nous pourrons 
nous sei vir des équations, tantôt sons leur première forme, 
tantôt sous leur forme modifiée; et nous tenons à ce que ces 
cbaugements ne fass('iit pas illusion à l’esprit, et qu’on n’y 
voie jamais des éipiations nouvelles, distinctes des équations 
primitives. 
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Équilibre de8 force»» qui »»ollieitciil un poiiil 
mnlériel. 

9(i. — Nous avons déjà vu ce qu’on eiilcnd par de* forces 
ijui SC font c'ijiti/ibre. Ce soûl, avons-nous dil au ii" 52, des 
l'orccs (pii ne dianginil pas l’élal de repos ou de niouvemêiTt 
d’un corps; de telle sorte qu’elles peuvent êlr»! introduites 
on supprimées sans «pic ce repos ou ce inoiiveinent soit au-* 
ciinenienl inudifié. 

Nous avons diiduil géoniélrii(ueinenl, au n° (ià, lu condi- 
tion d’i'ipiililirc d’un groupe quelcompie de forces appliipiées 
a un niènie point matériel : elle consiste en ce «pie la résul- 
tante g«Mi«'iale de toutes ces forces est néc«>ssairemenl nulle. 

Il n’est point dilTicile d’exprimer la ini'-me condition, 
sous forme analytiipie ; car, de ce que cette résulUinte est 
nulle, il s’ensuit que sa composante suivant chacun des trois 
axes coordonnés est nulle aussi: et réciproquement, si c«‘s 
trois composantes sont milles, la résultante elle-même est 
nulle pareillemeiit; ce «pii est forniiilé par les trois équations 
suivantes : 

(K) X := O , ■ Y = o, 'A — O. • 

On l’énonce ordinairement d’une autre manière, en reiiiar- 
quant «pie la projection de la r<‘sultaiite de toutes les forces 
est égale à la somme des projections de ces forces, et «iiie, 
par suite, si l’on représente par F, F’, F'..., les diverses 
forces dont I’ est la résultante, et par et, o, y, è‘, 
leui's angles respectifs avec les axes, les trois conditions ci- 
dessus pourront s’écrire : 

F cos a F' cos a -1- F" cos a” = o , 

(K) F cos 6 -F F' cos o + F" cos 6" -f- = o , 

F cos y -f- F" cos y' -F F ' cos y ’’ -f- = o ; 
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l'orme sous l:ii|ueile elles signifienl que la eoiiilitiou uéees- 
s;iire et suflisnute pour ipic des forces quelcüiupies se fasseul 
é(|uililire sur uu point matériel, e’esl (pie la somme algc;- 
lu’iqiie de leurs composantes suivant (diaipu'axe soit uiilhv 

Il est visible d’ailleurs que, si toutes les forces étaient si- 
tuées dans le même plan, les axes et |>ar suite les somiui's 
de eomposautes seraient au nombre de lieux seulement; et 
que, si toutes les forces étaient dirigéi's suivant la uu''me 
droite, il n’y aurait plus à considérer (pi’uue seule somme al- 
{{('‘briipie, qui serait justement la somme des forces doiiiU'es. 

Ces relations si simples, ipii ne sont ipie l’expression ana- 
lytiipiedu ix'sultat obtenu giipnii'-triquement au u° 6/i, se di'-- 
duiseiit avec la même facilité de riuspection directe des 
éipiations du mouvement. 

Eu clfet, la condition générale de l’équilibre i-tant ipie b>s 
forces u’iulluenceut pas le mouvement du point, il eu r(‘sulie 
que les premiers membres des (‘((iialions (.\), 


U'x 


V = m — < 7. = m -TT , 


doivent être unis, sans quoi les valeui’s des coordonnées ne 
r(‘s^eraieiit pas les mêmes (mi introduisant nu en supprimant 
les forces supposées en éipiilibre. Nous nuomboiis ainsi sur 
les relations dé-jà trouv(-es 


X = O , Y = o , Z = O. 

Nous remarcpierons eu passant que l’aunulutiou des pre- 
miers numdires impliipie que 

I’ = ron.st. , U = const. , iv = const. , 


ou (pie le mouveineiit du point matériel i‘st rectiligne ou uni- 
forme ; cüiiS(‘quence prévue et im|)liciteni(‘ulcoMleuiie d’ail- 
leurs dans les (■ipialioiis (|ui nous les fournissent, piiisipi’elle 
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n’osi autre que la loi même d’inertie qui a sei vi de basi* à 
l’élablissenicnt de ces équations. 

Les conditions d’équilibre peuvent être mises sous d'auti'es 
formes, puisque les écpiaiions (A) peuvent être remplacées 
pai' leurs combinaisons quelconques. Ainsi l’on exprimera 
é'jçalemeut l’équilibre au moyeu des é‘quaiiuus des moments, 
du II ' 89, pour lesquelles ou verra comme ci-dessus que les 
premiers membres sont mils ; 

Y.r — Xy = O , \î — Z.r = o , Zi/ — Yz = o ; 

ce qui permettra d’énoncer les conditions d’équilibre eu di- 
sant que le monieul de la résultaute ou la somme algébrique 
des luomeuts des composantes, suivant chaque plan coor- 
donné, est séparément mille : conditions ipii sont évidem- 
ment vérifiées si, le mobile étant primitivement en repos, on 
y place l’origine des coordonnées, car alors les bras de 
tous les moments sont nids. 

97. — ('/est ici le lien de remarquer combien est plus sa- 
tisfaisante pour l'esprit la méthode qui consiste à rechercher 
les condilions de l’écpiilibrc dans les lois mêmes du mouve- 
ment, au lieu de les étudier directement sur les corps en re- 
pos. Les résultats sont empreints d’une bien plus grande 
généralité*; et, pour n’en citer (|ue l’exetiiple relatif air cas 
du point matériel, tandis ipie la statique directe nous ap- 
prend seulement (juc la somme des composantes, suivant 
trois axes, ou la somme des moments, suivant trois plans, 
des forces ap])liquéesà un point immobile, est égale à zéro; 
la statique indirecte on corollaire de la mécanique nous ap- 
prend ()iie CCS conditions subsistent encore, quel que soit h* 
mouvement que peut prendre le point en dehors de l’action 
du groupe en équilibre : de telle sorte ipie, si ce groupe est 
transporté en un point (|uelcoiu|ue de l’espace et retourné 
de toutes façons, sans ch.apger les angles mutuels, — ce ipii 
ne changera rien non plus aux valeurs absolues des côtés 
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iIl* lu construction polygonale du n" (i2, — dans toutes ces 
circonstances les relations ci-dt>ssus condnneronl ù subsis- 
ter inUigraleincul. Ce résultat, qui paraît peu digne d'ul- 
U-ntion pour le cas spécial du point matériel unique, ou la 
simplicité des éléments considérés le met sur-le-champ eu 
évidence, acquerra une importance véritable quand il s'agira 
des systèmes de points matériels où les forces seront eu 
équilibre. C'est pourquoi nous en parlons ici pour que plus 
tard ou ne le laisse pas passer inaperçu. 

A'ous remarquerons également que les relations trouvées 
ci-d(‘ssus conlirnient ce qui avait été énoncé d’une manière 
générale au u° 52, à savoir que les conditions d’équilibre 
sont, de leur nature, indépendantes des masses et des coor- 
données. .Nous voyons, en effet, que les équations (E) n’en’ 
font pus mention. 



•’ • vyil 
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MOI'VFMKNT IVI’N l'dINT Qfl N’KST PAS l.imîK, or yU ESI 
. ASSI IKTTI A CEHTAINKS I.IAISONS, 


Etant ttijiinèr uni' fnrre qurlrnnqui', ainsi que les liaisnns auxquelles 
le point miilériel est assujetti, déterminer le nwui emeni ifui en résulte; 

mi réciiirniiiipnionl : 

Étant connues les liaisons, ainsi que le mourement , tramer la force 
qui pourrait le produire. 


ConisidtTnIlonK préllinliiAires sur 1rs liiiUoiis. 


9S, — .liis(|u'i('i MOUS :ivons siipposi- que le poiiil matériel 
était parraitemeiit libre üii tpi’il pouvait (•('•der ilaiis toutes 
les directions à l'aeliou des forct's qui veuai<‘iil le s(dlicit(>r 
Il nous reste à eoiisid(-rer luaiuteiiaut uu |)oiut pont' lei|U(d 
celle ciilière liberlé ii’exislc pas. 



MOUVEMKNr d’un POINT ASSIUETTI A DES I.IAISONS. ln’Pi 

Un dit qn'iiii poiiil innK'M'icI i*st assnjt'Iti à dos liaison.' 
lorsque sou niouvcmeiu esi impossible ilaiis certains sens, 
quelles que soient les forces qui agissent sur lui. 

Nous allons considérer successivement les diverses liai- 
sons aux(pielles un point peut être assujetti, et nous recher- 
cherons pour chacune d’elles les équations correspondantes 
du mouvement. 

Les seules liaisons que notre esprit conçoive sont les sui- 
vantes : 

1° Ubiigation pour le point matériel , par des moyens 
quelconques, de rester sur une surface déterminée, c’est-ii- 
dirc impossibilité pour lui à ahanilonner cette surface, tout 
en conservant d’ailleurs la faculté de glisser dans tous les 
sens sur son contour. 

2" Obligation, dans les mêmes ternies, de rester sur une 
ligne, droite ou courbe, donnée. 

3“ Liaison du point matériel à une ou deux tiges rigides 
et inextensibles, dont l’extithnité se trouve parfaitement 
(ixe. 

Nous disons une ou (leur, car, s’il y en avait trois ou un 
plus grand nombre, le point serait de tont(‘s manières com- 
plètement fixe, et il n’y aurait plus lieu dès lors de se préoc- 
l’tqier de son mouvement. Nous disons aussi que ces tiges 
sont fixées par une extrémité, cai’, sans cela, le mobile serait 
aussi libre (pie si elles n’existaient pas. Nous verrons enlin 
tout à l'heure pourquoi ces tigi's sont supposées rigide» et 
iuextenxihle*. Nous ajouterons qu’on les suppose d’ailleurs 
»(iu» mu»»e, ou plntiit cpi’il faut les concevoir comme ayant 
une masse tout à fait négligeable par rapport à celle du point 
matériel lui-même. 

U" Liaison semblable du point à un ou deux fils llexibles 
et inextensibles, qui ont simplement leur antre extrémiti* 
lixe, un qui, en même temps, s’enroulent snrdescuui'bes ou 
des surfaces fixes. 

I. 13 
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5’ Obligation du point de glisser le long d'un fil Dexible, 
dont les deux cxlréinités sont puiTuilenieiil Axes. 

Nous avons beau chercher, nous ne réussissons pas à trou- 
ver une liaison qui ne rentre pas dans celles-là. Car, si l’on 
imagine, par exemple, des liens qui, au lieu d’être absolu- 
ment inextensibles, pourraient s’allonger ou se raccourcir à 
l’instar de ressorts, il n’y aurait plus, à ju oprement parler, 
de liaisons, dans le sens que nous avons donné tout à l'heure 
à ce mot. En elTel, en appliquant au mobile des forces con- 
venablement choisies, on pourrait le mouvoir dans toutes 
les directions, même dans celle de la longueur du lien ; il 
sulfirait, pour cela, que la force fût capable de vaincre la ré- 
sistance déterminée que le lien oppose à son extension ou à 
sa compression. De telles liaisons cessent alors de mériter 
ce nom et se comportent comme de véritables forces mo- 
trices qui font partie du groupe total de forces auquel le 
point matériel est supposé soumis. Au contraire, les liaisons 
que nous voulons considérer, et qui sont géométrique* ou 
uhsolue*, sont caractérisées par cette circonsiauce, qu’en 
aucun cas, et malgré toutes les forces qu’on pourrait choisir, 
le mobile n’a la faculté d’abandonner la sui face ou la courbe, 
ni celle de s’écarter du point fixe au delà de la longueur du 
lien, etc., etc. Fn un mot, ces liaisons sont susceptibles 
d’opposer, dans certains sens, une ré»i*tance indéfinie aux 
actions extérieures. 

la vérité, toutes les liaisons que nous observons, comme 
toutes celles (pie nous pouvons réaliser, par cela seul qu’elles 
sont constituées ]>ar des moyens matériels, n’ufl'ient jamais 
celte rigidité absolue que nous venons de supposer. Les sur- 
faces et les courbes les plus parfaites en apparence se dé- 
forment en réalité, c’est-à-dire cijdent plus ou moins à la 
pression des forces qui s’exercent sur elles. De même, les 
liges et les fils s’allongent ou se raccourcissent, et jouent 
plus ou moins ce n'ile de rr/mort* dont nous parlions tout à 
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riiniin'. Muis, (|ucl(|iie iiii|iiii.ssuiiii‘ i|iic soit la praliqui* des 
diosFS pour altciiulrc le Upc absolu delà llicorie, nous u’eu 
süunnes pus moins eu droit dVuvisuger les liaisons avec lu 
peiTeelion abstraite que nous leur avons attribuée, saiirà ne 
retirer plus tard de cette étude auetine utilité positive, si 
robsenutiou directe des pliéiioinènes efléctifs nous rendait 
impossible toute assimilation avec ces eonsidérations idéales. 
Mais, liàtons-iiütis de le dire, nous trouverons dans la méca- 
nique appliquée des réalités assez voisines de ce.s types 
imaginaires pour <pic les déductions des uns conviennent 
sullisainment aitx autres, et pour qu'il y ait conséquem- 
ment inti-rét à lions occuper de liaisons conçues d'une ma- 
nière tout à fait géométrique. 

99. — Cela posé, nous ferons remarqtter que, parmi les 
liaisons énumérées en commençant, certaines rentrent dans 
les antres; et même il est facile de voir que tontes sont 
comprises dans la première et la seconde. 

En elïet, la troisième liaison revient à obliger le mobile 
à rester sur la surface d’une sphère, s’il est attaché à une 
seule tige, et sur une circonférence, s’il est attaché à deux. 

La quatrième liaison revient à la troisième, et, par suite, 
aux deux premières, si les forces appliquées ont des directions 
telles (pic les fils .soient toujours parfaitement tendus, à toute 
époepic du mouvement. Si, au contraire, lus lils cessent 
d’ètrc lendits à certains moments, le mobile se trouve alors 
dans les mêmes conditions «pic si ces fils n’exisiaienl pas. 
En d'autres termes, le point matériel est tant(jt obligé de se 
mouvoir sur une sphère ou sur une circonférence, et tantôt 
parfaitement libre dans l’intérieur de cette sphère et de celte 
circonférence. Ce dernier cas n’olfrant natnrelleineut rien 
de nunv(‘au, par rapport à ce (pu a été déjà étudié au cha- 
pitre pireiàlent, nous ne nous occuperons que des cas on les 
fils sont tendus, ce qtii nous ramèiK! ;iux autres modes de 
liaisons. 

13 . 
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Q)ii:ml à lu parliciilurili- où les (ils, toujours supposes ten- 
dus, s’enrouleraient sur des eourbes ou des stirfact's, il est 
bien évident (]ue cela revient aussi à l'aire mouvoir le point 
stir certaines courbes on surfaces correspondant au déve- 
loppement (|ue prenni'iil les fils dans letir enroulement. 

Etilin, si le mobile est. assujetti à glisser le long d’un lil 
flexible, fixé par ses deux extréunités, il se trouve par la 
obligé de se mouvoir sur la surface d’un ellipso'ide de révo- 
lution, dont les deux foyers sont aux deux points fixes. 

Nous n’aurons donc à reclierchor les ('•quations du nioti- 
venienl que dans les deux cas où le point matériel est assu- 
jetti à glisser sur une surface ou sur une courbe donnée. 

Itemarque. — Dans c(! qui va suivre, nous supposerons 
que la surface ou la courbe, qui oppose une résistance indé- 
tinie à ce que le mobile la (|iiilte en dehors ou en dedans, 
n’en oppose aucune à ce ((u’il glisse sur son contour, (’.’est 
ce qu’on nomme un glissement #«//* frottement . Dans la 
nature, an ttoniraire, tonte courbe ou surface sur laquelle on 
fait glisser un mobile oppose, outre la résistance à la sépa- 
ration, une r(‘sislanc(‘ au glissement lui-inème, qui aétéap- 
jielée frottement . C'(!St doue une foi'(?e de plus à ajouter à 
toutes celles (|ui sont supposées agir sur le mobile. Pour 
donner au problème le plus de généralité (tossible, rien 
n’empéclic de concevoir que cette force fait partie du groupe 
quelconque dont nous considérons la |•r•sullante unique. 
Mais nous sommes, dans tous les cas, dispensés d’en faire 
mention explicitement, puisque c'est cette résultante seule 
qui ligure dans nos raisonnements. 
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l*oinl iiialériel a«>t<ujelli à ileiueurer sur un« 
siirfare duniiéc. 


lÜO. — Toute arlioii oxoïcéi; sur un point nialeriel par 
imo l'oriT lie grandeur (pielcoiKpie, mais normale à la siir- 
lace sur laquelle !<• point matériel est assujetti à demeuror, 
est eonstammenl détruite par la fésistanei; de cette surlace, 
et le mouvmncnl du point maliTiel reste identiquement le 
ruiMue que si cidte l'orce n’existait pas (abstraction faite, 
bien entendu, du frolleinent qui pourrait en résidter, et 
que nous sup[)oserions alors conqiris implicitement dans le 
{jroupe des autres forces ipii sollicitent le mobile '. 

Cette, destruction de la force normale est pri-sentée parla 
plupart des jîéoniètres comme itne conséquence logique de 
ce qu’iV /<’;/ a pa* de rainon pour ijue le mouremeut noi! 
influencé dans un sens plutôt que dans l'autre, gluant à 
nous, qui repoussons systématiquement toute argumentation 
puisée dans l’esscncc même des clioses, intmdite à notre 
coiinaissaiice, nous nous bornons ù présenter le fait ci- 
dessus comme un résultat de rexpinâcnce. 

l'oule action exercée obliquement sur la surface est suscep- 
tible d'être ilécomposiie en deux autres, l’une uorntale, ipiî 
est ilétrnite comme nous venons de voir, l'anire situi’c dans 
le plan langent, et qui a son entière elTicacité pour mouvoir 
le point matériel suivant réli'-immide contact. 

.Ainsi, la surface intervient dans le mouvement pour dé- 
Iruiri- toutes les composantes normales d.es actions motrices, 
et elle laisse subsister intégralement toutes les eonqiosantcs 
tangentielles. 

(■.elle surface équivaut donc à une certaine force normale, 
de grandeur indéfinie, ipii, en chaque position du mobile, se 
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joint aux antres actions qui peuvent le solliciter, pour le 
maintenir, coiicnrreinmenl avec elles, sur les divers points 
de son contour. 

IVaprés cela, on peut considérer le mobile comme parfai- 
tement libi'e dans son mouvement, pourvu ((u'à toutes les 
forces exiérieni'cs (pu lui sont appliipiccs on ajoute une 
nouvelle force de gi'andeur indéfinie, dirigée en chaque en- 
droit suivant la normale à la surface donnée. 

L’annexion de cette force inti'oduit ainsi une iucoimiie de 
plus, qui est sa grandeur. Quant à ses angles avec les axes, 
ils sont des fonctions conunes des cooi'données du mobile, 
puisque la force est dirigée suivant la normale, et que les 
angles de cette dernière s’obtiennent au moyen de fonc- 
tions qui dérivent de l’i'-quation de la surface, dans lesquelles 
on attribue à .v, y, z les valeurs correspondant à la posi- 
tion du mobile. D’uii autre côli-, le problème comporte une 
inconnue de moins, |misqu’à tout instant les coordonnées du 
point matériel sont liées entre elles pai l’équation de la sur- 
face. Somme toute, il y a donc le même nombre d’inconnues 
que dans le cas oii le point matériel est parfaitement libre. 
La solution cbercbée sera fournie en conséquence par les 
trois mêmes équations fondamentales du mouvement, ou par 
leurs combinaisons équivalentes, dans lesquelles figureront, 
panni les forces données, la force qui représente l’action de 
la surface, et dont l’intensité sera ainsi déterminable à cha- 
que instant. 

101. — Soit donc, comme précédemment, X, Y, Z, les 
composantes suivant h's axes de la résultante totale des 
forces données; soit K la force, de grandeur incounue, (pii 
repi'éseiite l’action de la surface, et soit a, v ses 'angles, 
qui sont, avons-nous dit, des fonctions connues des coor- 
dounéi'S X, y, z du mobile. 

Les trois ('quations fondamentales du mouvement se- 
ront ; 
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(A) 


X ^ - K co s ; 


(/(' 

'(77 


du 

I K cos a =in-r , 
‘ dt 


Z -H K COS V = m 


Uw 

lit 


auxquelles il faut joindre, coiiinie d’habitude, les trois rela- 
tions qui se rapportent aux vitesses : 


(B) 




w 


iU 
di ' 


Au moyen de ces six équations et de celle qui représente 
la surface, le problème est coiiiplctenieiu résolu, c’est-à- 
dire que ; 

Étant connues les lorces cxtcri(;ures, on peut déterminer 
le mouvement ; • 

ou réciproquement, étant connu le mouvement, on peut dé- 
terminer les forces extérieures. 

Subsidiairement, on trouve la valeur de la force normale 
qui à chaque instant équivaut à la surface. 

On peut donner aux équations (A) une atitre forme en y 
mettant en évidence les valeurs des cosinus de la normale. 

On a trouvé en analyse que ces valeurs sont respective- 
ment les suivantes : 


, „ d/" ,, df df 

cosX=H^, cosp=H^, cosv=H^; 

/■ (j», y, *) = O étant l’équation de la surface donnée, et H 
représentant abréviativement la quantité 



Par suite, les équations (A) deviennent . 


Digitized by Google 


200 


LHR£ U. — POINT MATÉRIEL. 


dx di ’ dtj di 


Z+Kll|: 


div 
''■dt • 


En (‘liuiiiiaut KH eutru ces trois équations, on obtient : 


((;) 


\ 

\ 



tlx 

1 dv 

df 

dw 


dz 

\7û ■ 

dz 

lïî 

dx) 


V '-‘f ^ m 
(fx 

/dv 

. '!/■_ 

du 

'<(] 

<iy 

\Jt 

dy 

■ di ■ 

dx) 


Ces équations ne eonliennent ]>lus la l'orce K, et, en leur 
adjoignant l'équation de la surface, 

* i) ^0, 

on a trois relations entre /e, y et x, qui permettent d’expri- 
mer ces coordonnées en fonction du temps. 

Ce procédé, qui au fond ne diffère pas du précédent, re- 
vient à dire ({u'on n'a que deux équations du mouvement, 
au lieu de trois, pour déterminer les coordonnées du mo- 
bile, mais (|ue la position de celui-ci ne comporte que deux 
inconnues distinctes, puisqu'il est assujetti à se trouver sur 
une certaine surface. 

102. — Quoi qu’il en soit, et de quelque manièrequ’on résolve 
le problème, on voit que le mobile, tenu de se mouvoir sur 
une surface, se trouve exactement dans les mêmes condi- 
tions que s'il était parfaitement libre, et qu'il fût sollicité, 
non pas seulement par l’ensemble des forces dont nous avons 
désigné la résultante par P, mais aussi par la force K. En 
sorte que toutes les observations du chapitre précédent sont 
l igoureusement applicables ici, pourvu qu'en les formulant 
on ait toujours soin de remplacer la force P, dont il est ques- 
tion, par la résultante de cette même force et de la force K. 
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Honc, pour iiuinileslcr les conséquences relutives au inou- 
veiuent acluel, il suflil de reprendre lunles'Ies éiiuulions 
déduites dans le chapili’e III, et d’y substituer algébriquc- 
iiieul à P l'euseiuble de P cl de h. 

Hemarque. — Avant de nous livei' à cet examen, nous 
l'erons une remarque importante : c'est (|ue ce n’est plus la 
l'uri^e P elle-mèinc qui est située dans le plan oscillateur de 
la courbe décrite, niais bien la résultante de P et de K. Pour 
que la force motrice ( la. force P ) fût elle-nième dans ce 
plan, il faudrait que l’action normale K s’y trouvât aussi : 
car alors, la résultante des deux forces P et K étant dans ce 
plan, ainsi que l’une d’elles K, l'autre P s’y trouverait né- 
cessuireinent. Mais ce serait là évideniinent nu cas très-par- 
ticulier, d’après lequel lu trajectoire aurait sou plan uscula- 
teur constanimeut normal à la surface, et serait eu consé- 
quence une ligue de plus grande ou de plus petite courbure. 
Or de telles ligues sont une exception parmi la inullitude de 
celles qui peuvent être tracées sur une suii'ace donnée. 

Cela posé, examinons successivenieiit les diverses relations 
du chapitre précédent. 

103. — Hclutions (E) et (F) des n'”’ 81 et 84. 

Dans l'équation (E), 


T doit représenter actuellement la composante, suivant la 
tangente à lu trajectoire, de la résultante des forces P et K, 
ou, ce qui revient au même, la somme des composantes tan- 
geuticlles de ces deux forces. Ur K étant normale ne fournit 
pas de composante : donc T conliuiu! à l'epréseutcr la coiii- 
posautc tangenlielle de la seule force motrice P. 

Dans l’équalioii (1 ) , 

V» 

N =1 m — , 

>■ P . 
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N doit représenter la composante, suivant le rayon de cour- 
bure, de la même résultante, des l'orccs P et K, ou bien la 
somme des composantes de chacune de ces deux forces. [>é- 
sigiions celte somme |)ar G : la relation ( I') devient donc 

yi 

G = m — . 

P 

C’est celle force G qui est la force cenlripèie, c’csl-àdire 
la force qu’on doit appliquer, à chaque instant, au mobile, 
suivant le rayon de courbure de la trajectoire, pour que ce 
mobile, au lieu de continuer sa route suivant la langeiile, 
parcoure la ligue ([u’il décrit (dfectivenient sur la surface. 
Kéciproquement, pour nous servir d(îs locutions adoptées, 
nous dirons que le mobile est animé d’une force centrifuge 
égale Cl coiilraire à G. 

On déduit de là lesconsériueiiccs suivantes : 

1“ La vitesse du mobile est duc uniquement à la compo- 
sante langentielle des forces extérieures; en sorte que, si ces 
forces sont constamment tangentes à la trajectoire, elles im- 
priment la même vitesse que si le mouvement avait lieu li- 
brement en ligne droite, et que, lorsqu’elles sont obliques, 
toute la portion de ces forces qui n’agit pas suivant la tan- 
gente à la trajectoire est perdue pour la vitesse. 

2“ Si la vitesse est constante, la composante tnngenliellc 
est nulle, et par suite la force motrice est nulle ou perpen- 
dicidaire à la direction de la tangente. 

3“ Dans le premier cas, c’est-à-dire si la force motrice est 
nulle, la résultante G de la formule ci-dessus représente 
simplement l’action normale K de la surface. Ainsi le plan 
osculateur de la courbe est constamment normal à la surface. 
C.’cst là, comme on sait, le caractère distinctif de la courbe 
la plue petite poesible memà? entre deux points sur une 
surface. D’où l'on voit que, lorsqu’un point matériel se meut 
sur une surface en vertu d’une vitesse initiale, cette vitesse 
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demeure coiisluiile, ei la eomI)i- pareoiiriie joui! d(' celte 
propriété (pi’etitre deux queleompies de ses points l'are rec- 
tifié a une loni;ueur moindre que pour toute autre ligne me- 
née entre ces deux mêmes points. D’après cela, sur nue 
sphère, la trajeetnin* est toujours un grand cercle, puisipie, 
entre deux points (|nelconques, un grand cercle peut tou jours 
être mené, et que c'est la courbe de longueur minima. 

^ 1 “ l’nui' (pie êette troisième coiiséqiience subsiste, il siillil 
ipie le plan oscillateur de la courbe soit normal à la surface, 
ou que la force désigiu'C par G se confonde eu direction avec 
la n'sistaiice iiorinale de la surface. La iiiême eoiisiapicnee 
aura donc lieu si la force motrice se r('•duit à une force tan- 
gcntielle, ou si elle est située dans un même |)lan avec la 
tangente et la normale. Dans les deux cas, en effet, G se 
confond avec K. 

5° Si la force extérieure est nulle ou dirigée suivant la 
laiigeiitc à la trajectoire, la force centripèli* est égale à l’ac- 
tion de la surface. 

Si la force extérieure est située dans le plan de la tangente 
et de la normale, elle fournit une composante suivant cette 
normale, et alors la force centripète est égale à l’action de 
la surface, augmentée ou diminuée de cette composante 
selon que celle-ci agit vers le centre de la courbe ou en sens 
opposé. 

6° Si l’action de la surface et la composante dont il vient 
d’être parlé sont égales et de sens opposés, la force centri- 
pète est nulle, et par suite le rayon rie courbure est infini, 
ce ipti montre cpie la trajectoire est une ligne droite. Ainsi, 
toutes les fois qu’un point matériel suit une ligue droite sur 
une surface, la force motrice est située dans le plan mem- 
par cette droite perpendiculairement à la surface, et sa com- 
postmte normale est détruite par la résistance de la surface. 
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iiu:(iiti:iiK 1H-: la mm;. 


Iü4. — Toiik's liîs lomios iiiio nous avons iloniioes à 
ri'qiiatioii (le la force vive peuveni èlro iléiluitcs dt; l’une 
d’elles; par e\ciii|>le, de celle-ci : 

(l.v Y (ty -f- Z (h — <1 i m V’. 

Voyons si la [)r(':sence de la force K apporle (jiielcpie nio- 
dilicaiion. ^’on, c-videinnienl : car la soniine des iravanx élt''- 
ineniairoâ des Irois coinposanies, suivant les axes, de la 
force K, est ('gale an travail de celte force K (dle-inèine, 
c’esl-à-dirc! à celle force K innitipliée par la projection, sur 
sa propre direction, de l'espace parcouru ; or ce produit est 
nul, puisque la force K est normale à 1a surface, et, par suite, 
perpendiculaire à tout éUnneul de courbe décrile sur celle 
surface. — C’(.‘st ce qu’on pouvait également reconuaitre en 
reinarquanl que l’équation ci-dessus représente le (ravuil de 
la (UAinposante (angeulielle T(/«; or celte composante est la 
meme, suit que la I'uitc normale K intervienne, soit qu'elle 
n’inlervicnne pas. 

Donc tout ce (|ui a été dit précédeniinenl sur la force 
vive, et loulcs les conséquences (|u’oii en a tii’écs, peuveni 
s’a|)pliquer intégralement au cas actuel, sans se pr«-occuper 
aucunement de l'action due il la présence de la surface. 

Ainsi, l(;s théorèmes des n°' 80 et 87, relatifs aux surfaces 
de niveau, trouvent ici leur application. .Seulement, le in«bilc 
étant déjà assujetti à demeurer sur une certaine surface, il 
n’y a pas lieu de considérer toute espèce de trajecipire. entre 
les surfaces de niveau, mais U;s seules trajecloiijés (h.à'i’iles 
sur la surface lixe. En d’autres termes, les surfaces de ni- 
veau sont remplacées par des courbes de niveau, lesultanl 
de rinierseclion desdites surfaces avec la surface lixe. Coinnie 
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c;is ]):inl('uli<‘r tl<“ i;es iliiHirènics, siippusons, par exomple, 
lino surface coupée par deux plans parallèles, et un mobile 
assujeili il demeurer ^sur celle surface et sollicite par une 
force constanl<‘,de direcUoii pei'peiidiculaireaux plans. La va- 
riation de force vive du mobile enti'c les courbes d’inteisec- 
lion dos plans considérés sera toujours la même, quels que 
soient les points où ces courbes seront rencontrées par le 
mobile, et quelle que soit la forme de la trajectoire intermé- 
diaire. Ln effet on aura toujours : 

7 m Vj — ■ m V’ = / ** Pdp — Pp, — P/>„ = Prf ; 

en appelant d la distance entre les deux plans, dislaiiee qui 
ne change pas avec la situation des points de départ et d'ar- 
rivée. Si le mobile part successivement avec; des vitesses, 
égales, mais diversement dirigées, la vitesse d’arrivée V, aura 
toujours la même valeur numérique. Si l’oii n’avait mené 
(pi’un seul plan d’intersection, le mobile, parti d’nn point de 
la courbe et sollicite par une force telle (pi’on l’a supposée 
ci-dessus, repasserait par cette courbe avec, une vitesse égale 
à la vitesse de départ. On en voit un exemple bien simple 
en laissant tomber une bilh; h; long de la paroi d’un vase suf- 
lisamment arrondi ; le mobile remonte jusqu’au bord, .sauf 
la légère différence due au frolteineiii. 

lO.s. — Pour les ibéorèines des moments et des ain's, il 
faut de toute né-cessiti- faire entrer en ligne de compte la 
force K qui, dans ces formides, donne lieu à des termes qui 
ne sont pas nuis. Les énoncés des coiis(-queuces ii'ont plus 
alors qu’un médiocre intérêt : aussi ne nous arrêterons-nous 
pas à les reproduire. 

Quant au théorème de la moindre action, il s’applique évi- 
demment dans les mêmes conditions que pour le point libi'e, 
et sans qn’il soit nécessaire de faire intervenir l’action de la 
surface. C.ar ce thtHirème se dé'duil de l’i'qnalion forces 
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vives, el celle-ci ne siihii auetiii cliangcmeiK dans le casiu> 
liiel. Ainsi la eoiiiite d(‘(Tile par un nioljile sur une sin lace 

0 .SI loujonrs telle f|iie rintégrale j Vrf* est un niinininni. On 

en a vu un exemple an n" 103, quand la force cenlripètc 
('■lait supposée s(? confondre ave<; la direction de la normale, 
fai comité dcca ite a alors une lonj;ueur nrinima entre deux 
posilioiis dl■lermin('“es du inoltile. 


Kqiitlliire lies forces appliquées à un point lyialériel 
assujetti à ileiueurer sur une surface donnée. 


1 06. — (domine prt''cédemment, nous dirons que des forces 
se font i'(piilibi'e sur un point matériel assujetti à demeurer 
sur nue surface, lorsipie ces forces peuvent être inti'oduites 
ou snppriim’es sans qin; le mouveinenl de ce point soit 
liiangé’. 

Il n’est point iii'cessaire ici, poiii' que r(‘qiiilibre ail lieu, 
que la résnilanle de ces forces soit nulle ; car, raclion di' la 
suii'ace l'tanl é-(piivulente à une force norinale de grandenr 
indélinie, il snllil évidemment ipie la rt-sullante des forces 
exié-rieures puisse, en se combinant avec une force nor- 
male de ‘trandenr ((uelconque, fonrnir une résultante diTi- 
nitive nulle. Or ce r('•snllat ne jtent l’Are atteint (pi’aulant que 
la r•'■snllaute des forces appliqm'-es est perpiiueHement nor- 
male à la smi'aee, car deux forces ne s’annnllent qu’à la con- 
dition d’èire directement opposées. 

■Ainsi la condition nécessaire et snllisante itour qu’un 
groupe de forces soit en éipiilibn*, c'est (|ue la résultante de 
ce groupe soit constamment normale à la surface sur laquelle 
le point materiel est assujetti à demeurer, (.tuant à la valeur 
;d)solue de cette ré'sidlanle, elle peut être (pielcompie, la sur- 
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facp ihWcloppaiii toujours une uciioii de grandeur con- 
venable pour la déiruire oxaeteuienl. 

Celle coudilioii géoniélrique lorl uetlc esl exprimée algé- 
briquement par les deux relations : 

X _ _Y_ ^ ^ 

cos A COS JJL ’ COS X cos V ’ 

X, IJ. et V représentant les angles fornu's par la normale avec 
les axes. — Poni- ne faire figurer dans ces relations que les 
données du problème, il sulfil d(> rem|)lacer cos X, cos,u et 
cosv par leurs valeurs connues en fonction des coordonnées 
et de rt'-qnalion de la surface, valeurs qui sont, comme on 
sait, les suivantes ; 

-,„<//■ df df 

dx dy dz' 


H représentant abréviativement la quantité 


1 



Far suite, les deux relations ci-dessus deviennent : 


(E) 




dz d.T ’ 


qu’on écrit aussi sons celle forme ; 


(E) 


X Y Z 

~ ‘JL ~ Æ ‘ 

dx dy dz 


C.es équations s’oblienneiil du reste iniinédialcment en 
reprenant les équations (C; do nionvi'inenl, ilu n“ 101, et 
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(‘gal.'iiu à zéro les premiers membres, afin d'exprimer que 
les forees peuvent être supprimées sans influei' en rien sur 
le mouvement du point matériel. Ou obtient ainsi les équa- 
tions (K) elles-mêmes. 

Quant à la valeur de l’aetiou totale K développé par la sur- 

— - - Wi\ ^ 

faec, elle est ('videmmenl égale à ± l/X- f-Y’-l-Z’H , 

P 

valeur qui se d<‘iiuit tout de suite de la eonnaissanee du 
groupe appliqué au mobile et de, la vitesse initiale de ce mo- 
bile. Les deux termes de celle valeur représentent, l'iin la 
r»'-aetion que développe sur la S4irfaee la présence de la force 
extérieure normale X, Y, Z; l’autre la réaclion due au mou- 
vement que poursuit le mobile en vertu de sa vitesse initiale, 
el qui ne dépend en rien de rintrodiiction ou de la suppression 
du groupe extérieur supposé en équilibi'c. C'est la même ob- 
.servalion qui a fait l’objet de la cinquième conséquence du 
n" 10;t. Le signe dont doit être affecté le premier terme, c’esl- 
à-dire le seuR dans lequel agit la r(■acliün due à la force ex- 
lérieiire, est toujours contraire à celui de la ré‘snllaute de ce 
groupe. 

107. — .Vous avons dit, au commencemeiil de cecliapiire, 
que, lorsqu’un mobile est assujeiii à glisser b; long d’un fil 
lixe par ses deux exlrtimilés, il st* trouve, par le fait, assu- 
jetti à demeurer sur une surface, qui est prérisément l’ellip- 
.so’idc de r|■■volulion dont ces deux points fixes sontles foyers. 

Par suite, il faut, pour l’équilibre d’uu groupe de forces 
(|iii sollicitent un pareil mobile, que la n'sultanle soit dirigée 
suivant la normale. Cette condition générale nous fournit 
ici une i cinarqnc intéressante. 

I,a normale à l’ellipsoide est située dans le inèuie plan que 
les deux parties du fil qui vont du mobile aux points fixi‘s, 
et, en outre, elle partage' leur angle eu deux parties égales. 
Or , c’est la résistance combiiiw' de ees deux fils dans le 
sens de leur longueur, on ce <|u’on nomme leur lensimi, qui 
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procure la résisiance do la surface et (|ui di iniii la rosultaiite 
du gnuipo en équilibre. Donc, puisque les tensions de ces 
deux fds l'nnl ('■(|nilibre à une force diriï;i''e suivant la bissec- 
trice de leur aii'fle, ces tensions sont égales (n" f>/i). .Ainsi, 
toutes les forces qui agissent normalement à la surface de 
l’ellipsoïde déterminent dans les deux parties du fil la même 
tension, et ces deux parties sont situées dans le plan normal. 

Des forces obliquessont susceptibles de sc décomposer eu 
deux, rime, suivant la normale, qui a l'effet que nous venons 
.de voir, l’autre située dans le plan tangent et qui a son en- 
tière efficacité pour mouvoir le point matériel sur l’élé- 
inent de contact. .Ainsi, l’cllipsoide intervient dans le mou- 
vement pour détntire toutes les composantes normales des 
actions motrices, et cette destruction a lieu au moyen d’une 
tension qui se développe dans le lil et qui a la même va- 
leur numérique suivant chacune des deux portions de ce fil. 


Point matériel ansajettl à demeurer «lur une courbe 
donnée. 


108. — En reproduisant ici les considérations relatives à 
la surface, nous verrions que l’action exercée par la courbe 
sur le mouvement du point matériel équivaut à une force de 
grandeur indéfinie , dont la direction , au lieu d’étre dé- 
terminée comme dans le cas de la surface, est seulement 
astreinte à <Mre perpendiculaire à la courbe ou à se trouver, 
avec une position d'ailleurs quelconque, dans le plan mené 
normalement à cette courbe. 

Nous pouvons donc envisager le mobile comiiic parfaite- 
ment libre, pourvu tpie nous ajoutions aux forces extérieures 
une force de grandeur indéfinie , siiitée, en chaque point, 
dans le plan perpendiculaire à la irajecloire. 
t 
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ÎVous introduisons ainsi d< u\ iioim'Ilrs inconnues, savoir : 
1 ” la {{randciir de celle force; T un de ses angles. — Je dis 
un de ses angles, car si un seul <‘sl coimii, la direction s’en- 
suivra, puisqu’elle csl pcrpendicnlaire à la direction connue 
de la tangente. — .Mais, d’un autre côté, le problème eoni-^ 
porte d(‘u\ inconnues de moins, piiisijue, à loiil instant, les 
coordonnées du mobile sont lié’es entre' elles par les deux 
équations de la combe. II y a donc linalemeut le même 
nombre d'inconnues que dans le cas du inonveinent du point 
maiéi-iel libre, et, par suite, la solution pourra être fournie 
par les équations relatives à ce mouvement, dans lesipielles 
ligurei'ont, parmi les forces donmics, la force ipii représ.*nle 
l’action de l:i courbe et iloiit l’intensiié et la diri'ction se- 
ront ainsi déterminables à clnupu; instant. 

l'n nous servant di-s mêmes notations ipie préeédcnnneiit, 
on aura le système d’e(piations fondamentales, 

(A) \ -J- K cos A = m ^ , A -I - K. cos a = m ^ , 

.. 

/. -t- K ens 'J = m ; 


(B) 




w 



auxquelles il faut joindi'e la relation qui exprime que la 
force K est perpendiculaire à la direction de la tangente, 
relation qui est celle-ci : 


{<■) 


. rf.e du U Z 

«)S A -i — h cos a ~r + Cf>s v -7- ^ 
ds ‘ ds d.% 


Au moyen de ces é'quations et de celles ipii représenleiit 
la courbe, le problème est compb'U'meiit résolu ; c’est-à-dire 
que : 

f.lanl connues b's forci'S extérieures, 011 pciil delerminer 
le mouvement ; 
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011 n’-cipiüqiHMiu'iit, étant éoniiu lu nioiivcinent, on peut dé- 
terinincT les forces extérieures. 

Siibsidiuirenieiit, un iruiivera la valeur et la direction de 
lu force pei’iKJiidiciilaire qui, à cluupie instant, équivaut à 
l’action de la courbci 

Un peut donner aux équations ci-dessus une autre forme, 
en éliminant l'action K et ses cosinus >., u, v ; ce qui sc fera 
tivs-sinipleinent de la manière suivante ; multiplions les trois 

dx du dz . . 

équations (.\) respectivement par ^ ajouloiis- 


les, en remarquant que le multiplicTiteiir de K est nul en 
vertu de la relation (c), et que le mulliplicaleur de m n’est 
autre cliuse que la ditl'érentielle, prise par rapport à x , 

de — Tyj , cest-a-dire la diflcrentielle de - V’ ; 


par suite, les éijuatioiis (.\) sont remplacées par l'équation 
unique suivante ; 


(C) \dx + y dy-+-Zdz = d\m\^, 


laquelle, réunie aux deux équations de la courbe, fournit 
trois relations entre a?, y, z, et permet conséquemment d’ex- 
primer les coordonnées en fonction du temps ou de résoudre 
les problèmes du mouvement. 

Cette méthode, qui, au fond, ne diffère pas de la précé- 
dente, — car elle ne fait qu’effectuer les éliiniiiaiions iinpli- 
citemeiil indiquées dans le système d’équations (A) et (c) — 
signifie qu’oii ii’a plus, dans le cas actuel, pour déterminer les 
coordonnées du mobile, qu’une seule équation , au lieu de 
trois qui conviennent au point matériel libre, mais que la 
position de ce mobile ne comporte eu effet qu’iiue seule in- 
connue distincte, puisqu’il est assujetti à se ti ouver sur nue 
certaine courbe assignée d'avance. 

Qnoi qu’il en suit du mode adopté pour la mise en équa- 
tions, nous repéterous ce qui a déjà éu- dit à l’occasion de la 
«. 
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siirl'ace, savoir : qu’il dompiiro pnieiulii (|iip le mobile, asMi- 
jelli à se mouvoir sur une courbe, est exaclemeiu dans les 
mêmes coudilioiis qu'un mobile libre, pourvu (pi’aii {ti-oiqx* 
de forces dont la résultante a toujours été désigné par P, nu 
adjoigne la force K. D’où il suit que p‘our manifester toutes 
les conséquences relatives au mouvement actuel il siifllt de 
reprendre successivement les diverses équations qui concer- 
nent le mobile libre, et d’y substituer partout à la force P 
l’ensemble des deux forces P et K. 

Nous remarquerons aussi que ce n’est plus la force mo- 
trice P qui est située dans le plan osculateur de la trajec- 
toire, mais la résultante de P et de K. 

Cela posé, examinons les éipiations relatives au mobile 
libre. 

109. — 1” Relations (E) et (F) des n"' 81 ei 8Ji. 

L'équation (E), 


se maintient intégralement , parce que la force K ]>erpendi- 
ciilaire à la courbe ni‘ donne pas de composante suivant la 
tangente. Nous |)ouvons doue attribuer à la composante 
tangenlielle de la force motrice donnée toutes les propriétés 
qu’elle possède dans le mouvement d’un point entièrement 
libre. 

Au contraire, l’équation (F) doit être remplacée par celle-ci, 



où G représente la composante, suivant le rayon de cour- 
bure, de la résultante des forces P et K, ou bien la somme 
des composantes de cliacune de ces deux forces. C’est cette 
force G qui est la force centripète, c’est-à-dire la force ap- 
pliquée suivant le rayon de courbure de la trajectoire, né- 
cessaire pour empêcher à chaque instant le mobile de pour- 
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suivre su ruule dans lu üirectiuii de la luiigenle. Kécipru- 
quemeiil, un dit que le inubile est animé d'une l'orce ceiitri- 
fuge égale et contraire ù G. 

De là résultent ces conséquences : 

1” La vitesse du mobile est due uniquement ù la compo- 
sante tungenticlle des forces extérieures, en sorte que, si ces 
forces sout constamment tangentes, elles impriment lu même 
vitesse que si le mouvement avait lieu librement et en ligne 
droite, et que, si elles sout obliques, toute la portion de ces 
forces qui n'agit pas suivant la tangente est perdue pour la 
vitesse. 

2° Si la vitesse est constante, la euinposante tangentielle 
est nulle; et, pur suite, lu force motrice est nulle ou perpen- 
diculaire à lu direction de lu tangente. 

3” Si la force extérieure est nulle ou dirigée suivant la 
tangente, la force e<‘uiripète est égale à l’action de la courbe. 
lt° Si la vitesse est constante et le rayon de coui'bure eons- 

tant, la force centripète est constamment égale à — 

r étant le rayon du cercle décrit dans ce cas. 

5* Si le rayon de courbure est infini, c’est-à-dire si la 
courbe donnée est une droite, la force centripète ou G est 
nulle. Donc l’action de la droite et la force motrice donnent, 
suivant la normale, des composantes égales et contraires. 
On voit aussi que le mouvement le long de la droite a lieu 
comme si lu force motrice était simplement remplacée pui- 
sa composante suivant cette droite. 


Équation de la foree vive. 

110. — La force K ne fournit évidemment aucun terme 
dans l’éqiiatioii généi-alc 

X (Le Il dy (Iz = d i ui V* ; _. . 
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car le tl’avail tir la force K, c’est-à-dire sa valeur miineriqiie 
iiiiillipliée par la projection, sur sa |)ro]irc dircclion, de 
li'ineut parcouru, est une «piaulitc nulle, puisipie la force K 
est perpendiculaire à la trajectoire. C’est ce(|it’on peut éga- 
lement reconnaître en reinaripiant tpic Téspiation ci-dessus 
représenli' le travail delà composante tangcntielle, 'IV*,- or 
celte composante est la même, soit qn'on tienne compte de 
la force normale K, soit (pi’on ne s’en préoccupe pas. 

.\insi, la variation de force vive d’un mobile assujetti à se 
mouvoir sur une courbe est égale au travail de la force mo- 
trice pendant le inêine tcnqts. 

Signalons en particulier les consc'qnenees suivantes : 
Supposons (pi’entre deux plans parallèles on ait autant 
de courbes lixes dinérentes qu’on voudra, et que le mobile, 
parcourant l’iine ou l'aulre de ces courbes, soit sollicité entre 
les deux plans par une force constante perpendiculaire à 
ces plans. La variation de force vive sera exprimée par la 
relation 

i m v; — ’ m Vj = 1> . d; 

d représentant la distance des deux plans. Donc la variation 
de force vive sera indépendante de la forme dt! la trajec- 
toire à laquelle le mobile est lié et de la direction de la vi- 
tesse au dt'qiarl. Si le mobile se meut, par exemple, le long 
d’une droite parallèle à la direction de la force, — ce qui 
rendra son mouvement rectiligne, — il acquerra la tncine vi- 
tesse, en arrivant an second platt, tpie s’il avait été assujetti 
à parcourir une courbe (pielconque. Lors<pte la force coti- 
sidén'-i* est la pesanteur, on ap)»elle hauteur de chute la 
portion de verticab* coinpris<- entre les deux platis; la con- 
séquenc»! ci-desstis s’énonce dans ce c;}!» en disant qu'un 
mobile aetptiert toujours la tnènie vitesse, poWr nue même 
liautiutr de chute, (itielle que soit la ligite parcoitt'’bc. 

Si le ttiobile est sollicité par une force dont la comptosante 
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taiigentiello est coiistaiilc , la variiitioii de Ibrre vive, égale 
à / Tf/* = T *1 — osi doue iir()|i(n tioiiiicllc à la loii- 
gueur de l’aiT, parcouru. 

Si le innbile, sullicilé par une l'orce! coiislaiile en grandeur 
et en direelion, repasse plusieurs lois par un luèine plan 
I>erpeiidieulairc à la direction de la l'urce, il aiiiTi chaque 
fois la inèine vitesse, puisque le produit \'.d, qui marque la 
varialion de force vive, est alors nul. 

111. — Terminons par une remanpie relaiivc à la solu- 
tion des problèmes qu’au peut s(i proposer sur le mouvement 
qu'on vient d’examiner. 

Après (ju’on a éliminé la force ('Iraiigère lepréscnialive 
de raclion de la courbe-, r('-(pialion (ju'il faut joindre aux 
deux équations de la courbe donnée, pour trouver les eoor- 
donm-es en fonction du temps, éxpialion dé-sigiiée par (C) 
au 11 ° lOH, li’esi autre cliose ipie la relation même de la force 
vive. Au moyen de cette l'clation et des é(|uations de la 
courbe on dt’-terininera les quantités a?, y, : eu fonction du 
temps. Ces trois inconnues sont en elfet les seules (pn fi- 
gurent réellement dans le système, puisque, d’une part , 


,, d» d» idx^-i-du^+ dz^ 

ji~ "dt ■ 


II 


faudra donc eirecluer ces remplacements pourobleiiir la so- 
Inlion ; et l’on se trouve dès lors en jn'ésence de diflieullés 
algébriques exactement du même ordre tpie celles (pi’on 
rencontre dans le mouvement d’un point matériel libre. 

Mais il est un cas oii la solution est beaucoup plus aisée 
et ne nécessite pas eessubstitutious pré-alables, c’est loi-sque 
la composante tangeniielle de la force moiriee est une fonc- 
tion connue de l’are s ; car alors, le [tremier niembi e dt- l’e- 
ipialion des forces vives. 


Ç ‘t V, — ; m V*. 
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sera une f'oiuTion cunnne de Tare *, et, par suite, la vitesse 
du mobile à un moment queleoii(|uc sera aussi une functioii 
connue de n. Tous les autres éléments peuvent ainsi être ex- 
primés en fonction du temps j car, puisqu’on vient de trouver 

V = i| (*), conime on a aussi , il en résulte que 

»=■/ {/). Mais, la courbe étant assi|^née « priori, dès (|n’on 
connaît la longueur de l’arc eu fonction du temps on con- 
iiall la position du point et conséqueiuincnt ses coordonnées. 

Donc, en nous r<'sunuiut, nous voyons: 

Que toutes les fois (iii’uii mobile, par suite de ses liaisons, 
n’.a (|u'iiu inouvcuient possible (le inoiiveineut suivant la 
courbe inèinc), réqiiatioii de la force vive, combinée avec 
les deux équations de la courbe, sullit à résoudre le pro- 
blème ; 

Que la solution est grandement facilitée lorsque la com- 
posante tangiMitielle di- la force motrice est une fonction 
eoiinue de l’arc * : car on peut alors exprimer immédiate- 
ment la vitesse en fonction de cet arc. 


Équilibre d’un point matériel assujetti à demeurer 
sur une eourbe donnée. 


112. — Pour que réquilibre d’un groupe de forces ait lieu 
il n’est point néce.«saire que la résultante soit nulle : il suffit 
qne celte riisiiltante soit perpendiculaire à la courbe. Sa 
grandeur, ainsi que sa direction dans le plan normal, peu- 
vent d’ailleurs être tout à fait quelconques, car la résistance 
de la courbe la 4élruira toujours, ou, en d’autres termes, 
il se développera toujours dans la courbe une résistance 
convenable , parfuitement égale et opposée a ladite resul- 
Unte, et qui, pat suite, runnihilera. 
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I^es foi'cus coiibiüérét'S doivunl donc sntist'airc à celle seule 
laiDdilioii de donner une résultunlc {ierpendiculaij'e à la 
cojirbe, condilioii qui esl exprinnie par I équation : 

\ tir Y (/y Z d: 

laquelle revienl coinplëtemenl à (a.dle-ci : 

\ dx \ ihj \ Z dz = O , 

el signifie iine le Iravail de la r(■sllllanle esl conslarninenl 
nul. Un peul aussi Iruuver iininédiatenient cette relalioii en 
exprimant que la suppression des forces ne change pas le 
iDouvement, el qnc, par conséquent, le |)ieinier inembie 
de l'équation (C) du n" lOS esl égal à zéro. C'est poiii'qiioi 
l'on dit cpie l'équation des foices vives suüil à expriiuei les 
eonditions d'équilibre d'nn point matériel assnjelli à demen- 
rer sur une courbe donnée. 


Théorèmes généraux sur l'Introduction 
ou la Biippresaion brusque des liaisons d’un point 
matériel. 

CHOC ET EXPLOSION. 

llâ. — .lusqu'ici , dans le monvemeni d'nn point matériel 
assujetti à certaines liaisons telles (|n'une surface, une 
courbe, un lien tendu, nous avons implicitement supposé 
que ces conditions existaient dès l'origine, el <pie le mou- 
vement s'élail toujours elfectué en rapport avec les liaisons 
considérées. 

« 

.Nous allons maintenant examiner le cas ou le point ma- 
teriel , en train de parcourir une certaine trajectoire, serajt 
tout a coup dévie de son mouvement, soit par l'obliga- 
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tion bnisqtip de demeurer désdi inais assujelii à ceiTaines 
Maisons déterminées, soit , an contraire , en étant sonsliait 
aux liaisons qui le réj^issaiont anparavanl. 

C'est ce (|iii aurait lieu, par exemple, pour un moliile cpii, 
dans sa roule, rencontrerait soudainement une suii'ace fixe, 
sur lar|iielle il serait dés lors conliaini de p;lisser. Il y au- 
rait ainsi introduction l)rus(pie de liaisons. Il y aurait, au 
contraire, une suppression, si le mobile, étant primilivcmeul 
assujetti à demeurer sur la surl'ace, en était tout à coup 
arraché et lanct* dans une direction (pielcompie. 

Ces phénontènes d’introduction et de suppression se pré- 
sentent rré(|uemment dans la nature ; nous eu reparlerons 
plus loin, cl nous é'claircirons les termes de c/iocet d’c.r- 
pfdJiioii , sous lesquels ils sont plus généralement dé- 
signés. 

Lorsque le mouvement du mobile est parfaitement connu, 
avant le pliénoménc d’introduction ou de suppression, et 
/ tpi'on connaît aussi les circonstances de ce phénomène lui- 
même, le mouv(!ment subs<'quetit s’en déduit sans didiculté 
théorique. Ün pourrait donc se proposer ici de déterminer 
la liajecloire, et, en g('-néral, tous les éléments du mouve- 
ment qui succède au phénomène. .Mais une semblable r<^- 
cherche, prise dans toute sa généralité , n’oITrirail (pi’un 
médiocre intérél , et l’on se borne habiluellenumt à mettre 
im évidence certaines proprii'U's ipti ont seules utie impor- 
tance ré<dle, et (|ui concernent exclusivement la force vive 
du mobile. Ces pro])i i(dés sont renfermées dans les deux 
propositions suivantes ; 

1° Quelle (|ue soit la liaisçn bruscpiement introduite à un 
moment «pielcompie du mouvement , la force vive avant 
rintroduetioii est égale à la fon-e vive après, pins la force 
vive correspondant à la vitesse piM'dne pendant l’introduc- 
tjon ; en appelant vilr'sse perdue celle qui, composée eu 
grandeur et eu diiectiou , d’apres la construriion parallélo- 
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gran)iiii(]ue, avec la vilessc finale, donne pour résultante la 
vitesse primitive. 

2° Quelle que soit la liaison brusqiieincnl supprimée. In 
force vive après la suppression est égale à la force vive 
avant, plus la force vive coi respondant à la vitesse gagnée 
pendant la supj)ression ; en appelant pareilletnent vitesse 
gagnée celle qui, composée avec la vitesse primitive, donne 
l)our résultante la vitesse finale. 

En résumé, pour un point matériel, toute inlroduelion 
de liaison diminue la vitesse, et toute 'suppression l’aug- 
mente ; et la force vive diminue ou augim'iite elle-iuénie 
d'une quantité correspondante. 

Cest ce que nous allons démontrer successivement. 

114- — Inlrodaelion brusque de lini< 40 iiM. Pour éclair- 
cir davantage ce qui va suivre, considérons tour à tour cha- 



cune des iiaisous divei’ses 
auxquelles nous avons re- 
connu qu’un point matériel 
peut être assujetti. Ces 
liaisons reviennent toutes 
à faire glisser le mobile sur 
une surface ou sur une 
courbe assignée à priori. 

1° Introduction brusipie 
d'une surface. 


Soit un mobile M, qui , 
parcourant une certaine trajectoire sous l'action des forces 
qui le sollicitent, arrive en M avec une vitesse actuellement 
dirigée suivant MI. Supposons cpi’à cet instant précis le 
mobile soit brusquement assujetti à se mouvoir désormais 
sur la surface M B. 


La vitesse M I peut être décomposée en deux autres, 
situées dans le meme plan, l'une suivant la normale M iV à 
la surface, l'autré suivant la tangente MT déterminée par 
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riiiler!>«!C(iuu ilc la siirl'aen avi'c le plan noinral IM N. 

.Si le mobile possédail la seule vitesse MT, rien ne l’ero- 
pediei ait lie glisser sur lu surface, et, par suite, d'obéir à la 
liaisou introduite, sans déterminer iiitéi'ienrement, de la part 
de celte surface , d'autre action (fiie celle qui se développe 
dans le cas ordinaire de liaisons existant dés l'origine du 
niouveinent. .Mais, pour qu’il en soit ainsi, la vitesse nor- 
male .M ^ doit être détruite. Donc l'introduction de la sur- 
face revient ù am-anlir brusquement la viie.sse normale Mi\. 
Cet anéantissement se fait au moment même où le point .M 
est dans sa position actuelle, et sans qu'il puisse continuer à 
se mouvoir suivant lu direction M I, puisque la surfaci; est 
impénétrable et oppose cous<‘([ucmmcnt un obstacle absolu. 
La destruction de lu composante normale de la vitesse a 
donc lieu iimlunUttieineiil . 

(Juaiid nous nous exprimons ainsi, c’est, bien entendu, 
au point de vue théorique, et dans la conception idéale 
d’une surface mathématiqueineiit inflexible. .Mais ii’oublions 
pus que , dans la nature, les choses , de toute nécessité , se 
pussent un peu dilTéremmenl. Il n’y a pas de surface, si 
dure qu’elle soit, qui i;e se déforme légèrement sous la 
grande cl brusque pression que le mobile, avec, sa vitesse 
acquise, vient exercer sur elle, ('.'est pendant le temps très- 
court, et gënéralemenl inappréciable, de cette déformation, 
que la surface, par sa résistance continue, détruit la com- 
pusaute normale de la vitesse. .Mais, quoique le phénomène 
ail ainsi une durée réelle, sans laquelle, d’ailleurs, il ne se 
concevrait point, celte durée est assez petite pour quoie 
phénomène abstrait, l elaiif à une surface malhémati(|uement 
inflexible, puisse servir de type d’assimilation au phéno- 
mène réel, et pour que le nom d’inslaniané lui suit attribué 
aussi bien dans lu réalité que dans la cunceptiou théorique. 

Four en revenir à notre démonstration, nous voyons que 
1 introduction brusque de la surface joue le rôle d'une force 
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ipii, pendant un temps extri'menieni eourt, devrait déiriiire 
une rertaiiie quantité de mouvement, et qui, pai-cons<'‘qnent, 
doit être snpérienre en {çrandeur à tontes les forces mo- 
trices oïdinaires. Car , pour une certaine quantité de mou- 
vement à produire ou à détruire, la force doit croître à 
mesure que la durée de l’action diminue. 

Les forces dans le genre de celle (pii nait ici de l’assujet- 
tissement briis<]iie du mobile à demeurer sur une surface 
ont reçu le nom de forces instantanées ou forces de choc. 
O terme de choc rappelle que la force se développe à l’oc- 
rasion de la l'encontre d’un obstacle par une certaine masse 
on mouvement. 

Cela posé, soit V la vitesse avant rintrodiiction, V, la 
vitesse apres l’introduction ou la vitesse conservée suivant 
le plan langent, et U la vitesse perdue, c’est-à-dire la vitesse 
suivant la normale, je dis qu’on aura : 

i m = ^ m -f- i m L'^ . 

Oite relation est évidente, car M N et M T étant perpen- 
diculaires entre elles, on a 

V- = V’ -» llL 

Ainsi , tout choc d’un point matériel contre une surface 
donne lieu à une diminution de vitesse, représentée parla 
l'onstruction du rectangle, et à une pei'lc de force vive égale 
à-jmUL ün peut voir aisément à quelle fraction de la force 
vive initiale correspond, suivant les cas, la perte en ques-' 
lion. On a, en effet ; 

O = V ros N M I = V sin H M 1. ; 
et , par suite • 

'■ ni li’ = î m siu * i ; 
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I 

en désignant par i cet angle H M L, qui a reçu le nom 
iVainjle <l’ incidence. 

Q'ttc relalioii signifie que la iVaiaion de la force vive ini- 
tiale, qui représente la pei'le due au choc de la surface, est 
mesurée par le carré du sinus de l'angle d’incidence. IJ’où 
l’on conclut que celte perte est nulle ou totale, suivant que 
l’angle d’incidence <‘sl nul ou droit, ce qui est évident ù 
priori. 

Remarque. — .Si le point matériel n’est, après le choc, 
soumis à aucune force extérieure, la force vive i wiV^ , qui 
succède au choc, se maintient inli'graleinent dans la suite 
du inouveineul, car celte for»;e vive ne peut pas être modiriéc 
par le travail des seules forces de liaisons, qui est nul, comme 
on sait. L’observation de la vitesse, à un moment quel- 
conque après le choc, iiernict donc d’évaluer la perte due 
à ce choc. Si le mobile continue à être soumis à des forces 
extérienres, il n’en est plus ainsi. Cependant on peut, au 
bout d’un temps assez court, observer la vitesse du mobile 
pour se rendre compte de la perte de force vive ; car la 
variation ap|)ortée pendant ce temps par les forces exté- 
rieures est négligeable par rapport à celle qui est due au 
choc. 

2“ Introduction brusque d’une courbe. 

La di'inonstratiun est tout à fait sembl.ible. La vitesse M I 
peut être di'composée eu une vitesse suivant la tangente 
AIT à la courbe, et une vitesse .M N, jK-rpendiculaire ù celte 
courbe et située conséquemnient suivant l’intersection du 
plan I AI T avec le plan mené en Al nonnaleinenl à la courbe. 
L’introduction de cette courbe revient donc à anéantir brus- 
quement la vitesse suivant AIN. Il en résulte , comme pré- 
cédemment : 

^ m V’ = i m Vj -H 4 ”* 

III Ci’ — ; m V’ sin ’ i ; 
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eu tlesi{!;Maiit par i l’aiifjle formé par la direclioii de la vitesse 
initiale avec la laiij'ciKe à la coiirhe. 

115. ■ — KiippreMsion brusque des liaisoDS. Supposons 
qu’un mobile, assujetti à demeurer sur une surface , soit 

arrivé actuellement en uu 
certain point M, et qu’à ce 
moment précis il soit brus- 
quement arraelié de celte 
surface et lancé dans une 
certaine direction M I. C’est 
ce()u’on exprime en disant 
i|u il s'est produit une ex- 
plosiiiii entre la surface et 
le mobile, explosion qui a 
Fig. 10 . eu i)onr résultat de rompre 

les liens queleom|ues (pii retenaient le mobile sur la surface, 
et de changer la direction de son moiiveinenl qui s’eUecluait 
suivant une certaine tangente M T. 

I.a force de liaison de la surface étant dirigc-c suivant la 
normale MN, la force d’explosion ipii rompt celte liaison 
sera dirigée en sens inverse, c’est-à-dire suivant le prolon- 
gement M .N' de la normale, et, iinisipie le mouvement, au 
lieu de s’efl'ectuer suivant M T, s'ell'ecine suivant Ml, on 
doit eoiisidc-rcr l’explosion comme ayant développé une force 
inxUmtant'e cpii a subitement eominuniijiu' au piobile une 
certaine vitesse suivant M N'. 

Si V est la vitesse M T, U la vitesse .M N', et V, la vitesse 
qui succède à l’explosion, je dis (pi’on aura ; 

i m V J — A \ 1 yi . 

C'est ce ipii résulte évidemmenl de la construction du 
rectangle oii l’on a 

La vitesse U est noinnu’c vitesse //(//yi/e'e, comnn* dans le 
cas dn choc elle était noinmi'c vitesse pi rrliie. 
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Ainsi, loiiU; explosion des liaisons (|ui assiijetlissaieni un 
point matériel à se mouvoir sur une surfaee donne lieu à 
une nii*;men(alion de vitesse, représentée par la eonstrue- 
lion du reeiangle, et à un «aiii di* force vive égal à yWjl]’. 
' On peut voir aiséMiient à (pielle fraction de la force vive 
initiale correspond le gain en quesiioii. On a, en eflet. 

Il = V tangl MT, 

ei, par siiili-, 

\ m IJ^ = i m V'. mng ’ e ; 

en di'sigiianl par c l'angle I M 'I' (pi’on appelle ang/rtlr pro- 
ji'flton. Celle relaliou montre ((lie la fraction de la force vite 
primitive, qui représente le gain dû à rex(dosioii, est me- 
siiri'c par le carré de la tangente de l'angle de projection. 

I)'a|irès cela, le gain de force vive est d’autant plus 
grand que l'angle de projection augmente davantage. Il se- 
rait intini si le mobile était lancé suivant la normale : eu 
efl'et, (tour que la vitesse r(•sultante eut cette direction, il 
faudrait qui' celte vitesse composante IVl N' fût infinie. Au 
Contraire, i;e gain serait nul si le mobile s’échappait suivant 
la tangente ; car alors, il n’y a pas d’ex|)losion proprcmmit 
dite. 

La su|)pressiou briis(|ue de la liaison à une courbe offri- 
rait les iik-mes conclusions. Nous croyons donc inutile d’y 
revenir. 

En définitive, on voit que les (iropositions énoncées au 
commencement de cet article se trouvent pleinement dé- 
montrées. 


— «=oooco 


I 
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AL IRK MAMKUK ÜE PRÉSENTER LES RÉSI LT VTS 
ÉTABLIS BANS LES TROIS CHAPITRES PP.ÉC.ÉBENTS, OL METHOBE 
BES MOUVEMENTS VIRTUELS. 


116 . — Nous nous proposons ici de trouver, par une autre 
méthode, les équations fondamentales du mouvement d'un 
point inatéricl libre ou assujetti à des liuiifons quelconques. 
Nous mettrons également en évidence les principaux résul- 
tats déjà obtenus. 

Cette méthode, qui, au fond, ne peut différer de celle qu'on 
a précédemment employée, — car les vérités exprimées par 
le calcul sont nécessairement identiques sous des formes di- 
verses, — a reçu le nom de métiwde de» mouvement» vir- 
tuel». La proposition dans laquelle elle se résume est ap- 
pelée principe de» moment» virtuel», et consiste en ce 
que : 

Dans tout mouvement d'un point matériel, libre ou assu- 
jetti à des liaisons quelconques, le moment virtuel des forces 
extérieures est égal au moment virtuel de la force con- 
servée. 

I. ts 
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L’iiiH'lIigpiicc (le CCI énoiictî iiécpbsile quelques délini- 
tions pn-alablcs. 


Définition». 


Ou iioumx! pofilion virlneHc (ruii poiiil malériel loule 
posiliou que pourrait occiipci' ee point sans altérer les liai- 
sons auxquelles il est soumis, ou, en d'autres termes, toute 
position compatible avec l’état de ces liaisons. 

On iiomuie de même niouremeni ou déplacement virtuel 
tout mouvement dont la trajectoire ne passerait que par 
des positions virtuelles. 

Ainsi : 

l'our un mobile libre de liaisons, tout point de l'espace 
est une position virtuelle, et toute ligne continue est une 
trajectoire de inoiivcnieut vii'tuel ; car, avec des forces coii- 
venablemenl choisies, le mobile peut toujours être iraiis- 
porlé dans cette position et suivre cette ligne continue ; 

Pour un mobile lié à une surface, tous les points et toutes 
les ligues de cette surface sont des posiiiçns et des trajec- 
toires viiluelles, et les points et les lignes hors de cette sur- 
face ne sont pas des positions et des trajectoires virtuelles, 
car le mobile ne saurait y passer sans manquer à ses liaisons ; 

De même, pour un mobile lié à une courbe, il ii’y a de 
positions virtuelles que les points de celte courbe, et de tra- 
jectoire virtuelle <pie cette courbe elle-même ; c'est-à-dire 
que les mouvements virtuels n'cxisteiil que dans deux sens, 
suivant les deux parties opposées de la tangente au point 
considéré. 

N. il. Dorénavant, quand nous parlerons de positions 
virtuelles, il sera entendu, à moins de stipulation contraire, 
que nous envisageons uniquement les positions infiniment 
voisines ; par suite, la trajectoire d’un mouvement virtuel se 
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rêdiiiiTi it l'clémcnl rectiligne infiiiimcnl petit qui joint le 
mobile il l'une de ses positions virtnelles. 

On nomme moment virtuel d'ime force appliquée à un 
mobile la valeur nnméricpie de cette force multipliée par 
la projection, sur sa propre dii'oction, du di'-placement vir- 
tuel inliniment petit que l'on considère. — Le moment vir- 
tuel n’est, conmie ou voit, que le ! ru rai! rir/iiel de la force, 
dénomination <|iii serait préférable; toutefois, nous conser- 
verons la première qui a prévalu dans l'usage. 

On. appelle force eonnervee d’un mobile la forai qui dé- 
terminerait à cliaqiie instant le mouvement elTectif de ce 
mobile, s’il était complètement libre. Ainsi, r, u etic étant 
à tout moment les projections de la vitesse elTective, la force 
capable de produire un semblable mouvement a ponr eom- 

. . (/u dw ,, , 

posantes, suivant les axes, m-jy t w-^.Lette force 


est ce que nous appelons la force conxerrce; elle n’est autre 
que la force motrice elle-même si le mobile est libre; et, 
dans le cas où il se trouve assujetti, elle est la r(■sultante de 
la force motrice et de la force de liaison, (k'tlc force con- 
servée est nommée aussi par certains auteurs force totale, 
ponr indiquer qu’elle représente Vcf\et total rc(.n par le 
mobile, tant de ses forces extérieures que de ses forces de 
liaisons. 

Le moment virtuel de la force conxervée sera donc ég;d 
an produit de cette force, que l’on conçoit menée en gran- 
deur et en direction , multipliée p:ir la jirojectiou du dépla- 
cement virtuel sur cette direction ainsi tracée. 

Cela posé, nous allons procéder à la démonstration du 
théorème siis-énoncé. 

117. — Soit m un point matériel (luelcompie, libre ou 
assujetii à des liaisons, I’ 1a résultante des forces exlérieiii'es 
ou motrices, cl 1 la résnitanle des forces iniérienres ou aie 
liaisons (larpicllc disparaît si le point est libie). 


15 . 
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POINT MATfeRIH.. 


■Soit X, Y, 7, les (‘oniposnntes de P, et K, L, M celles de I ; 
soit enfin une droite (|neleon<|ue, menée pur le point m, cl 
ou line portion arbitraire de (a*tte droite, dont noiisdi'si- 
};nerons les projections sur les axes par ox, o:. Les 
angles de cette di’oilc avet' les axes auront respectivement 
pour cosinus 

O.C 0-’ 

» N 1 «X » 

'JS OS os 

dans lesquels ox, otj, o: ont des valeurs lotit à l'ait indé- 
pendantes les unes des antres si la direction de la droite est 
véritablement quelconque. — Rien u'empéche, d’ailleurs, de 
supposer ox, oy et oz inlinimenl petits, tout en restant in- 
dépendants ; cela n'altèi-era en rien la généralité de la posi- 
tion de la droite, et nous y trouverons cet avantage que, si 
nous voulons, par exemple, exprimer tpie ladite droite se 
confond avec la tangente d’une courbe, il snilira d’écrire : 

ox — dx , oy — dy , oz = dz . 

Un sait, en vérin de la sixième jiroposition (ir 66), que 
la projection de la force motrice sur une droite quel- 
conque, est égale à la masse du mobile multipliée par 
l’accélération de la vitesse projetée sur la même droite. 
Appliquons ce llu'oréme général à la droite désignée ci- 
dessus, en remaïqiianl (|ue, quelles que soient les liaisons 
du mobile, on peut toujours le considérer coinnie ell'eclive- 
mcnt libre, pourvu qu’on entende par force motrice l’eii- 
semblc des deux forces P et 1. Il viendra : 




os P osj \ 1 


ox L ày M oz\ 
OJ 1 05 1 Os/ 


[■ ,'v ox . 

U 

•X . 

oz\ ' 

V ( “ • -V — h 

— 

— 

I os 

A 

os \ 

osjj 


Ât 
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relülioii (lui se simplifie consiilérableineiit en elTiiçaiU les 
fa(;teiirs coinimuis et se cintiige en eclle-ci : 

(2) X + Y o>j -t- Z 52 -f- K o &4- b oy -f- M 'Îj — 
jdv ^ du ^ dw ^ \ 

Or le premier membre, sous la forme actuelle, représente 
précisément le travail ou mommit de cliacnne îles forces P 
et l pour nu déplacement infiniment petit àx, dont la di- 
rection est d’ailleurs tout à fait (luclcompie; ipiant au second 
membre, il représente le moment, i)onr le même déplace- 
ment, de la force conservée, c’est-à-dire dt; la force qui a 

dv du dw 

pour composantes, suivant les axes, m -y--, • 

Jusqu’ici, nous avons laissé la droite ox tout à fait arbi- 
traire; si nous voulons que les inoments considéri-s soient 
des moments virluvlx, il faut exprimer que celle di'oile ox 
est celle d’un déplacement compatible avec les liaisons. 
Dans ce cas, le moment de la force 1 iHsparaît nécessaire- 
ment de l’équation (2) : car, si le mobile est libre, la fona,- 
de liaison est nulle, et si le mobile est assujetti à demeurer 
sur une surface ou sur une combe, la force I est perpendi- 
culaire à la direction de loin déplacement virtuel, et, par 
suite, son moment est nul. 

Donc enfin l’éipiaiion (2 ; se réduit à celle-ci : 

(M) X 5.C t Y 'jy Z oz = m Iv -H ~ oy ~ oi j. , 

laquelle démonlre la proposition annoncée, savoir : que le 
moment virtuel de la force extérieure est égal au moment 
virtuel de la force conservée. 

Celle proposition, no l’onblions pas, n’est que la tram- 
format ion alt/ehrique du lliéorème général du n" G6; et, 
comme c’est ce llieoréme qui sert exclusivement de base 
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2;ui 

aux ^■(|muiülls du inotivcimMii irmua-cs daii.s W's fhapitres 
|m‘('(-dtails, ou |)(;iit s’attondro à voir ces inêiiR-s é(|ualiuii!> 
iiiipliciliaiieiil roniriiucs dans la propusilioii aciuellc. C’est, 
«•U elTel, ce cpie nous allons inouiier. 

118. — 1° lie point matériel est libre. — Dans ce cas, 
lüiit di'-placeineui est virtuel. Par conséquent, o.r, oy, ùz 
sont absoluinent (pielconques et indépeudanis les uns des 
autres. Donc les coeHieienls de cliacune de ces trois quaii- 
lilés dans réqiiation (,M) doivent «•Ire séparéiiieut nuis; ce 
«pii lournil les trois relalioiis 


dv 

\ — m -r , 
dt 


du 

'dt 


.. div 

L =. m -y 

dt 


lesquelles ne sont autres que celles «pii conviennent au niou- 
venienl d’un point libre. .Ainsi, le principe des inoinenls 
virtuels revient, en délinitive, aux é«(iiations rondanieniales 
oïdinaires, et cela doit «'tre : car celles-ci, exprimant que la 
pi'opositiou du n° 06 a lieu jiour les trois directions des axes, 
expriment par là même qu’elle a lien aussi pour une direc- 
tion quelconque, et, par suite , pour celle dont les cosinus 

•V N *\ 

. . , oæ 0 y 0 Z 

ont etc represenles ci-dessus par k~, -«— • 

* ‘ o« 0* 0* 

2 ° lie point niatériél est assujetti à demeurer sur une 
surface. — Dans ce cas, tout déplacement n’est pas virtuel ; 
or l’équation (iM) ne convient qu’à un déplacement virtuel ; il 
faut donc exprimer que oy, oz ne sont pas entièrement 
quelconques, mais doivent satisfaire à la liaison supposée, 
et que, par suite, la position dont les coordonnées sont 
a*-l-oj', y-f-oy, est une position virtuelle, ou que ses 

coordonnées satisfont à l’équation de la surface f(x, y, ?)=o. 
Ainsi, les valeurs arbitraires qu'on peut assigner à ox, oy, 
5a, dans l’équation (M) sont renfermées dans le cercle de 
celles (|ui conviennent à la relation 
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y oy, Z -H oz) = O , 


un b'uTI 

(N) 


df. df. 


dx 


cil ayunl égard à ce que /■(a-, y, «) = o, cl à ce que ox,oy,oz 
soûl des infininieul petits, dont les puissaiici's supérieures 
à la preinièrc sont négligeables. 

Dès lors, il faut éliminer entre ees deux éipialious une 
des trois (pianlités ^x, 'Jy, oz, et exprimer que celles qui 
restent dans l’équation linabî sont désormais quelconques 
ou que leurs eoellicienls sont isolément puis. 

Kn elTeetuanl ce calcul, on tiouve ; 





= in 




idv df 
\ (/( dz 

(ih df 

Ut ■ dy 


dtv dj \ 
IT' iîxl ’ 

du df\ 
dt dx) 


A ces équations on doit joindre l’équation de la surlace 
pour trouver les trois coordonnées en fonction du temps. 

r.e sont précisément celles qu'on a déjà établies au n° 101 ; 
et cela doit être, car, dans Tune comme dans l’autre mélliode, 
on fait disparaître la force de liaison eu exprimant qu’elle 
est normale au déplacement, ou ipie ce déplacement est vir- 
tuel puisqu’il est situé dans le plan tangent. 

On peut aussi mettre les équations du mouvement sous lu 
forme (A) du numéro précité. Il sullil pour cela de faire 
réliminalion par un autre procédé, entre les deux équa- 
tions QM) et (A). Employons pour faire disparaître oz 
la inétiiodc dite des eoellicienls indéterminés. Nous mul- 
tiplierons (i\) par iim; constante A, et nous ajouterons à 
l’équation (.VI) ; la quantité /t sera dé-lerminée par la con- 
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dilioii que duiis l’équation résultante le coelTicient de oz 
soit nul. Cette équation résultante est 





oy 


5z- 


(dv ^ , du ^ dw K \ 


La valeur de h doit être telle, avons-nous dit, que le coel- 
iicicnt de Sz soit nul; cette valeur étant ainsi déterminée cl 
portée dans les coeiricients de ox et de êy, il faudra, d'a- 
près la nature de la question, que ces coellicienLs eux-niéines 
soient nuis. Cela revient à avoir les trois relations : 


( 2 ) 


,df dv ^ , ,df du „ . df dw 

dx de dy dt dz di 


Si on élimine h, on retombe sur les équations (C) précé- 
demment trouvées. .Mais au lieu de faire l’élimination, in- 
terprétons le sens de ces trois relations. 

Elles expriment que, suivant chacun des trois axes, le 
mouvement a lien comme si le point matériel était parfaite- 
ment libre et sollicité par renscmble de deux forces : l'une 
dont les composantes sont X, Y, Z, et (|tii n’est antre que la 
force extérieure; l’autre, qui représente conséquemment la 

force de liaison , dont les composantes sont i 

h Ceii<‘ force de liaison, (pie je désignerai par K, est 
donc égale à^, en posant pour abréger 
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IN» ' . I 1 

I) apres ues tiolaiions, les ( omposanlcs // ^ , 


K 

lu 



de la force de liaison seront lespettivement rcprésoniées 
par 





mais on sait que les angles u, v formés par la normale à 
la surface avec les axes coordonnés, ont pour cosinus 




‘IL 

<iu ’ 


‘1 

tlz 


donc les trois relations (2) prennent la forme : 

^ de du „ „ div 

X 4- K cos A = m > q-K cos = /-f-K cosv=m-^ . 


Ce sont là précisément les làpiatious (A) du ii“ 101. 

Le polut miiléricl est assujetti à demeurer sur 
une eoiirbe. — Dans ce cas, il faut expi'itncr que üx, ùy, 
or ne sont pas quelconques dans réquation (.M), mais repré- 
sentent un déplacement virtuel, e’t!St-à-ilire le seid d(''place- 
ment qui peut avoir lieu sur la courlie doniiét'. Il faut donc 
(|ue ces troi.s quantités satisfassent aux deux éi|uaiious i|u'on 
obtiendra en substituant à x, y, z, dans les deux équations 
de la courbe, les coordonnées j-4 O. r, ÿ l 'îy, r-|-or. Dés 
lors, il faut éliminer entre l'équation (M) et les deux nou- 
velles é(|uations dont nous parlons, deux des quantités ox, 
oy, oz, et écrire ensuite (pie le coellicient de la troisième 
est nul. 

Soit f{x, y, z)=(t et y, z) — n les deux équa- 
tions de la courbe : l’élimination devra avoir lieu entre l’é- 
quation : 

(M) X Or Y oy + Z oz — m {^Ij o oy-h^Ozj , 
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el 4•pllps-(•i ; 


(N) 


(If ^ df ^ , df ^ 

/ 'JX + - 0,j ^ Oî = O , 


dx 


<I'J 


dz 




F.mployoïis la iiu'-lliode d<!S coeflicitails indt-lorniiiips ; à 
•■Pt pITpI, iiniltiplions les pqiiaiioiis (N) resppptivpiiipiil par 
h Pt par I, el ajoiiloiis avec 1 equaliüii (M), il vient : 


(,) (x+4+i 

+(z+*;'^+4l) 


S) ('+*}, +'!)"»+ 

. Idv ^ du V dw ^ \ 

oz = m{^^,x + ^oy-i-j^ôzj. 


En pf;alanl à zi*ro eliariin des niiiliipliealeiirs de 5x, ùy, iJî, 
on a les trois équations : 


(2) 


' dx 

Y-l-Af-H 


l ‘h = 


dy 


dx 

dy 


dt ’ 

lin 
di ’ 


' ,df , do dw 

Z+ h-/- + l -/ = m -J- 
\ dz dz dt 


enti’e lesquelles il l'aiit éliniiner /t et / pour avoir leqiiatioii 
qui, réunie à celles de la courbe, permettra de trouver x, y, z 
en ronetiüu de /. Si l'on fait cette élimination, on trouve 


X dx + Y dy + Z dz = d \ m V’ , 


ce qui est précisément l’équation (C) du n° 108. On devait 
s’y allciulre, puisque, dans l’une comme dans l’antre mé- 
lliüde, un l’ait disparailre la l'orce de liaison en se fuiidaiil 
sur ce qu'elle est perpendiculaire à la conrbt^ ou au ilépla- 
eement virluel. 
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Oii p<‘Ml aussi, comme ci-dosMis, inl(*rpiélcr ilireclomeiil 
la sigiiilicatiuii du syslcmc des é(|ualioiis (2). 

En repruduisani les mêmes cousidêraiioiis, il esl facile de 

• • / '//■ i 

vuircjue les quanlites « •> •’t'preseiitenl les 

(rois composantes d’une force tpii serait justement la force 
de liaison dans riiypotliésc où le mobile serait assujetti seu- 
lement à demeurer sur une surface ayant pour équation 

,/o 

f(x, y, z) — O. Pareillemeiil , les trois ipianlités l , 


/ représentent les trois composantes de la force 

de liaison qui correspondrait à la surface (ÿ {x, y, z) = u. 
Or, le point matéi-iel qui serait assujetti à se trouver simul- 
tanément sur chacune des deux surfaces f{xj y, s) = o , 
(x, y, :) — o.serait assujetti par là à se trouver sur leur 
iiitci'section, c'est-à-dire sur la courbe donnée. Par consé- 
quent, l'ensemble des deux forces de liaisons qui corres- 
pondent respectivement aux deux surfaces représente la 
liaison qui corrrespond à la courbe. Donc, les trois quan- 
tités 


/.f + 1* 


df 


^ t!. * 


<i'j 




représentent les trois composantes suivant les axes de la force 
qui équivaut à la liaison de la courbe. Cette force est d’ail- 
leurs nécessairement normale à la courbe, puisque les deux 
forces relatives aux surlitces, dont elle est la résultante, sont 
lespectivement normales à ces surfaces, et que par suite le 
plan de ces deux normales, dans lequel est ladite résul- 
tante, est perpendiculaire à l’intersection des deux surfaces, 
qui est la courbe donnée. Si donc la force de liaison relative 
à la courbe est représentée par K, et ses angles par u, 
on peut écrire : 
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K COS >. = Il -f l ^ , 

(Le ilx 

(S) { K (Mi u.= lt‘^ V- l 

"'/ "V 

K cos •> = h . 

^ (I- m 

et par suite, les équations (2) pren lient la forme des t'qiia- 
tioiis (A) du 11 “ lOS. 

/r l.e point miilériel étiinl libre ou nssujelti, les 
force* se font équilibre. — Il faut exprimer que ces forces 
sont sans inlliience sur le mouveuiciil du mobile, et que, 
par suite, le premier membre de 1 équation (.M) est mil, ce 
qui donne la relation 


(M') 


\qx Moi/ -f- 7j5z = O.. 


Si le mobile est libre, celle relaiion donne les trois con- 
ditions 


X — O , y =; O , 


7. = O . 


S’il y a nue surface, il faut combiner (M'^ avec l’équa- 
tion 


d.r 




dz 


absolument comme nous faisions tout à l’Iietire dans le cas 
du mouvement, ün eu déduira les deux condilions d’é-qiiili- 
bre déjà connues ; 


X 


i!y 



— O , 




Eiitiii, s’il y a une courbe, un combinera la même équa- 
tion (M ) avec les relaiious 


k 
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à o.f + _ oy + oz ^ O . - 0. H- oy + ^ oz 

et l’on troiivpiii comme prccédcmmeiit, 

X dx + y dy -\-Zdz = i\ . 


= 0 , 


5° Introduction ou supprcsttion bruxque dex liaixons. 

— Exumiiions d'abord le cas de riiiiroduction. 

Supposons qu’aucune force extérieure u’agisse sur le point 
matériel, au moment où la liaison s’introduit. L’équation 
des moments virtuels est à cet instant précis 


(1) 


iiv 


(lu ^ 





O. 


Or, on peut prendia' alors pour déplacement virtuel un 
déplacement qui, après l’introduction, sera compatible avec 
le nouvel étal des liaisons. Le déplacement effectif satisfait 
très-bien à cette condition, car la position du mobile est la 
même, avant et après l’introduction, puisque la durée est 
inrmiment petite. Si nous représentons ce déplacement 
effectif par dx,,dy,, dz,, on aura : 


dv , du 
-dx,-\-^dy^ 


dt 


dt 


div 

Tt 


dz, 


O . 


Prenons l’intégrale par rapport au temps, pour la durée 
intiniinent petite de rinlroduction ; les quantités dx,, dy,, 
dz, ne changent pas. Appelons c,, n„ ir, les composantes 
de la vitesse V, aussitèl après l’introduction ; il viendra 

(2) ^ (e - V,) + ^ {» - «.) + § (a- - m.) = o . 

Or, soit U une vitesse dont les composantes, suivant les 
trois axes, soient égales à r—r,, u — w — w,. La vitesse 
initiale V, qui a pour projections r, n et ir, est donc la 
résultante de la vitesse U et de la V, (II est ce que 
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lions avons noiiinu' an n" IIA la vitesse perdue). L’i'-qua- 

^ N . dii, 

lion (2) donnera, en reinarquanl que r, = — , 


w,~ 


ih 

< 1 / ’ 


(tx, 


ÈL\ 

dt 


(h — «,) -H (ro — II-,) = 


= l’i {" — «’i) + «. (" — «.) + («’ — «•.) = - 





V, 


U — //, 

fr~ 


+ 


ü!i 

V, 



= U V, cos (l',V,). 


D’nii autre côté, puisque Y est la résultante de U et de V,, 
on a 

V ’ = U» + Vj H- 2 U V, cos (U, V,) , 
et, par suite, 

VI V* = ; m V’ 4- J m li’ , 

ce qui est la relation déinonlrée an n" ll/i. 

On ferait une démonslration analogue pour la suppres- 
sion des liaisons. 

N. li. iVoiis avons supposé qu’aucune force extérieure 
n'agissail sur le mobile pendant rintroduction.On peut tou- 
jours faire cette hypothèse, car la durée de rinlroduclion 
est si courte que les forces extérieures sont absolument sans 
inllnence sur les variations de la vitesse. 

De tout ce qui a été développé dans le présent numéro, il 
ressort que l’équation des moments virtuels donne exacle- 
inenl les mêmes résultats qu’on avait d( jà phleniis dans les 
précédents cliajiilres. Nous avons d’ailleurs eu soin d’imli- 
qiier (|ue les deux méthodes procèdent direcicineni du 
iiiêiiii' principe, savoir celui ipii fait l’objet, de la sixième 
proposition du n” titi. 
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119. — On dit que des points matériels forment un j»y«- 
tème, lorsqu'il existe entre ces points, par des moyens quel- 
conques, une certaine dépendance en vertu de laquelle le 
mouveineni de l’iin d'entre eux est inl1ueuc(‘ par le inouve- 
nient des autres; ou, pour dire autrement, en venu de la- 
quelle si tous ces points, excepté l’an d'eux pi is arbitraire- 
ment, viennentà recevoir des mouvements, cedernierrecevra 
par contre-coup un certain mouvement correspondant. 

Si dans un système on pouvait distinguer deux groupes. 
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iiidépfiKlaiits l’iMi de l'aiure et ofrniiil d’aillciii’s enliT les 
poiiils du chacun d’eux la solidai'ilé (pie nous venons de d(*- 
finir, on u'uiirail plus en i'(‘alilti un syslème, mais bien deux 
systèmes à chacun dc'sipiels s’appliipierait ce qui a été dit 
ci-dessus. 

^ Selon (|ue la di'pendance des points est obtenue au moyen 
de (brces ou au moyen de liaisons analogues à celles que nous 
avons cousidtirées dans le Chapitre IV du Livre précédent, 
les systèmes sont appuies dynamique» ou géométrique», 
termes qui seront éclaircis par ce qui va suivre. 

Dans les systènu»s de l’une et de l’autre nature, on recon- 
iiail des systèmes lihre» et des systèmcsfl*j*i/yet//«.Lesprc*- 
miers sont ceux ))our lesquels il n’y a pas d’autres liaisons 
que celles qui existent entre h's points, de lelle sorte qu’un 
d’entre eux, piis au hasaitl, peut recevoir, au moyen de 
forces convenablement disposées, toute espèce de mouve- 
ments, sauf à inlluencer les autres points d’une manière cor- 
respondante. I.es systèmes assujettis ou ipii ne sont pas entiè- 
rcinetu libres sont ceux dans lesquels un ou plusieurs points 
sont non-seulement liés aux autres, mais astreints en outre à 
demeurer sur des com bes ou des surfaces assignées à priori, 
de telle sorte que ces points ne peuvent pas, quelles que 
soient les forces appliquées, prendre tous les mouvements 
imaginables, mais ils ne peuvent au contraire se déplacer 
que suivant des directions compatibles avec ces surfaces et 
ces courbes. La distinction des systèmes libres et des sys- 
tèmes assujettis, prise dans toute sa généralité, n’oITre qu’un 
médiocre intén't pratique. Aussi les traiterons-nous sinnil- 
lani-menl, en avertissant cha([ue fois que nos déductions 
conviennent soit à un cas soit à l’autre. 

120. — .Systèmes ilyniimiqiies. — Les systèmes dynami- 
ques sont, avons-nous dit, ceux dans lesquels la dépendance 
des points est due uniipieinent à des forces. Pour que cette 
dépendaiico ait lieu ellèclivement, il est nécessaire que cha- 

» 


Digitized by 


Google 


J 


pnoposn IONS i>nÉi.iMix\inEs. 


■2h\ 


que point soit individiieliemeni sollicité pnr qiicl(|iie force 
fonction des coordonnées des autres points, (^ar, si nn seul 
n’élail pas soumis à de telles forces, tous les autres points 
pourraient changer de positions, c’est-à-dire reC(^voir des 
inouveincnts quelcomiues sans que le premier subit ammne 
modification dans l'état actuel des forces totales qui le ré-^ 
gissent ; par suite son mouvement propre n’en serait anen- 
nement altérr'*, ce qui est contraire à l’iiypollièsi? on nous 
sommes que tons les points matériels forment un système. 

V. Le caractère algébi ique d’un système dynamiipic est donc 
qu’il y ait pour chaipie point an moins une (àination de la 
forme 

F = /■ {x, y, Z, X, y ) , 

équation où F repn-sente une des foi'ces destiiu'-es à réaliser 
la dépendance, et x, y, z, x\ y', .... les coordonnées des di- 
vei-s points. 

,\insi, un système dynamique de « points matériels im-‘ 
plique au moins n ('‘qiiations de la forme ci-ilessus. Il peut 
(failleui's y avoir un nombre <|ueleonqne de ees ('‘(inalions, 
(Mr chaipie point peut être soumis à autant de ces forces ([ii’il 
plaii'a de supposer. 

On ])eut ajoider (pie, jioui- que le système existe réelle- 
ment, il faut : 

1° Que chaque point ligure au moins une fois, par quel- 
qu’une de ses coordonnées, dans' le groupe d’équations en 
question. — Car si un point restait à l’érai't de ces relations, 
son mouvement pourrait varier à l’infini sans (pi’aucune des 
fon-es F fut changi'c, et par suite sans que le mouvement 
d’aucun des autres points fût modifié, .\insi, ce point ne 
ferait pas partie du système. 

2” (lue les (■quations ne puissent pasi'-tre s(-pai'('‘es en deux* 
groupes tels ipie les points ipii lignrent dans l’un des gronjies 
ne figurent* pas dans raiitre. — Car alors les (jeux groupes 

1. A 
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lie points matériels qui conespondcut aux deux groupes 
d'<‘qualions rorineraienl léelloiueul deux sysièines parfailii- 
uieiil disliuels, piiisipie le mouvenieiil des points matériels 
de ruii serait sans influence sur le mouvement des points 
materiels de l’autre. 

0 Toutes les forces analogues à la force 1’ seront appelées 
par nous foreex de tiaixunn on foreex inlèrieiirex, par op- 
position aux forces qui ne contribuent pas à la dépendance 
et que nous continuerons à nommer, selon ce que nous 
avons déji'i fait au chapitre IV, forcer extérieures. Quant 
aux équations analogues à riiqnation. ci-dessus, nous les ap- 
pellerons équations de liaisons. 

Nous ferons cette remarque importante, que, dans un sys- 
tème dynamique libre, tous les mouvements sont possibles, 
c'est-à-dire qu’au moyen de forces extérienres convenables 
ou peut mouvoir simultanément tons les points suivant des 
directions absolument quelconques. Car cba(|ue point est en 
réalité comme un [loint libre, sollicité par l’ensemble des 
forces extérieures et intérieures, qui ont une seule résul- 
tante. ür, en combinant avec cette lésultante une nouvelle 
force extérieure convenable, on peut obtenir une nouvelle 
résultante précisément capable de produire le mouvement 
(|u’on a en vue. 

Telle est sans contredit la manière la plus générale pos- 
sible de concevoir et de présenter les systèmes dynamiques. 
Alais, dans la réalité des choses extérieures, une si grande 
généralisation est inutile. La nature, plus bormie dans ses 
moyens d’action ipie notre imagination, ou plutôt plus in- 
génieuse à les combiner pour en faire sortir une infinie va- 
riété de r<-snltats , n’ofTie ijuc des systèmes dynamiques 
caractérisés par cette condition : 

Que toutes les forces intérieures agissent suivant les lignes 
droites qui joignent les points deux à deux , et ces forces 
sont lieux à deux numériquement égales et opposw-s, Osi 
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là ce' que, dans notre examen des lois de la nature, au 
premier livre, nous avons nomim- la loi d'égalité entre l'ac- 
tion et la réaction. 

Kn outre, ces l'orces sont, la plupart du temps, fonction uni- 
quement de la distance entre les points matéi iels. Cette der- 
nièi’c condition sonllVant quelques exceptions, par exemple^ 
pour les phénomènes calorifuiues, où le temps intervient, 
nous nous boi'uerons à attribuer aux forces intérieures la 
propriété exprimée par la loi de réaction. Ainsi nous con- 
sidérerons dans nos calculs, en fait de systèmes dynami- 
(pics, tous ceux oii les forces intérieures sont deux à deux 
égales et opposées. — Les systèmes abstraits, hors de celte 
catégorie, seraient sans utilité puisqu’ils seraient sans ap- 
plication possible. 

121. — Systèmes géométriques. Dans ces systèmes 
la d(’-pendance est réalisée au moyen de liens tels ipie ceux 
du chapitre IV. Ces liens sont en elVet les seuls auxquels on 
])uisse recourir pour concevoii- rexistence d’un système tpii 
n’est pas dynamique, (liiellc que soit la manière dont les 
points materiels puissent être mis en relation, autrement 
que par des forces, la question se raipènc en d(-linitive à la 
liaison de d('ux points. 

Or on ne peut imaginer deux points lié-s entre eux que 
d’une des manières suivantes : 

1" .\u moyen d'ime lige rigide et invariable de longueur; 

2” Au moyen d’un lil parfailenumt flexible, mais inexîen- 
sible, aux extrémités duquel les deux points sont invariable- 
ment attachés. — Cette liaison revient à la première, car, 
tant que le fd est tendu, il se comporte comme une tige ri- 
gide, et, dès qu’il cesse de l’ètre, il cesse en même temps 
d’être une liaison ; 

.V’ Au moyen d'un fil parfaitement flexible, mais in'extcn- 
sible, le long duquel les points matériels pourront librement 
glisser, comme feraient des anneaux. — Pour qu’en pareil 
1 «. * 
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cas lo lil tasse liaison, il est indispensable qu'il soit fixé par 
deux de ses points, on invariablement attaché àdenx points 
matériels : car, autrement, les mobiles glissant le long du 
fil s’en éeliapperaicnt, sans aiicnne résistance possible Île 
celui-ci. 

^ Les liens considérés se réduiront donc au preniier'et an 
troisième, celui-ci satisfaisant d’ailleurs à la condition que 
nous venons d’énoncer. 

Nous n’avons pas à nous préoccuper des liens i|ui pour- 
raient s’allonger ou se raccourcir, tels, par exemple, que des 
ressoiTs. Car, de deux choses l’une ; ou bien la résistance 
qu’offre le lien à varier de longueur est une force cons- 
tante, et alors il n’y a plus, ù proprement parler, de système, 
cette force constante n’étant qu’une force motrice de plus, 
indépendante de la position des points matériels; ou bien 
cette résistance varie d'une certaine façon avec la distance 
des points unis par le lien , et alors nous rentrons dans le 
cas des systèmes dynamiques, puisque le lien équivaut exac- 
tement à une force fonction des coordonnées tles points. 

Avant de poursuivre ces réflexions sur les systèmes géo- 
métriques, nous de>xms rappeler an lertenr cette circons- 
tance capitale , que, dans la tiatiire , i7 w’y « pnx de xÿî- 
tème» tjèomèlriqueit. il en est des liaisons entre les points 
comme du mode d’asstijeltissenient d'un point unique, étudié 
dans le précédent livre. Tous les liens .sont matériels, et par 
conséquent lonjoiirs plus ou moins sujets à s'allonger et à se 
raccourcir. .Uiciine tige n’est complètement rigide, ni aucun 
fil parfaitement llexible. Là oit l’on veut une riisistance ab- 
solue, on trouve plus ou moins de facilité à céder, là où 
l’on veut celte facilité complète, on trouve plus ou moins de 
résistance. .Ainsi plnsieurs corps matériels, unis entre eux 
par les moyens que la nature met à notre disposition , sont 
unis en réalité par des forces intérieim's variables, (pii font 
rentrer le système dans la (•afegorie des systèmes dyna- 
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nuques^ Papeilli'iiieiil , (|ii:mil on ciivisugo iJaiis sa coiisli- 
luti^H iiitéi'ienro un de ees eorps (jiio nous iioimnoiis 
ifliae», el (jiii sont Ibnnés par nn assemblage de points 
luatériels , on trouve (pie ces sysk-mes, en apparence géo- 
inélriques, sont dynamiipies en ri'alitt- , pour lès mêmes 
inolifs que des corps ridinis entre. eux. Car, dans un corps, 
si solide cpi’il pui'se paraître , b‘S points matériels ne 
sont pas liés par des verges soi-disant rigides ou par tout 
autre mode semblable, mais ils sont tenus à distance pur 
ces actions mystérieuses qu’on nomme moléculaires, et qui 
ne sonCqu’un cas particulier des forces intérieures des sys- 
tèmes dynamiques, .\iiisi partout ce sont ces derniers qui, 
dans la réalité, se substituent à ceux que nous appelons 
géométriques. Mais, quelque idéale que soit notre concep- 
tion, nous n’en devons pas moins répéter ce qui a déjà été 
dit dans le cours de cet ouvrage, ipie certains systèmes 
naturels sont assez voisins de nos systèmes géométriques 
abstraits, pour qu'il y ait un iinineuse avantage à traiter 
ces derniers , alin plus tard d'en faire des types d’assiniila- 
tiou à l’égard des systèmes effectifs. Cette restriction était 
nécessaire, pour que l’esprit ne se méprît pas sur la véri- 
table natui'c des objets que nous considérons ici. 

Le caractère algébi ique d’un système géométrique, c’est 
qu’il y ait au moins une équation de la forme 

. d = f [x, XJ. Z. x,\j 

d étant une quantité constante qui, selon les cas, représente 
la longueur de la lige ou la longueur totale du lil prise entre 
les deux points qui lui sont allaclu-s invariablement. 

Une seule équation de cette nature sullit pour qu’il y ail 
système, à la condition que tous les points y figurent à la 
fois par quelqu’une de leurs coordonnées. C.ar, celle condi- 
tion éuint remplie, si la position de tous les points, excepté 
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(i’iin seul, vient à varier, la posilioii de ce dernier devra va- 
rier aussi pour cpie 1 équation ci-dessus conlimie à être sa- 
tisfaite. 

.\ti contraire, si quelque point ne ligurait pas du tout 
dans réqnalion , ce point ne ferait pas partie du système, 
puisque ses coordonnées seraient indépendantes des autres. 

Il est aisé de comprendre pouiquoi une seule relation 
sullit à établir le système géoméiricpie, tandistpie, pour le 
système dynamique, il faut au moins autant d'équations 
qu'il y a de points. En efl'et, si, dans le système dynamitpie, 

ou avait une seule relation 

i 

i F = /‘(.r, y, r, x', y, ....) , 

et que tous les points, moins un, vinssent à varier de. posi- 
tion, il ne serait pas nécessaire que l'autre point variât aussi 
pour (|ue l'équation fût toujours satisfaite ; mais, au con- 
traire, cet autre point ne changerait pas, et ce serait la 
valeur delà force F qui varierait en conséquence. 

Il peut y avoir entre les points matériels d'un système 
géométrique plusieurs (‘qftations de la forme de celle qu’on 
a posée plus haut , mais il ne saurait y en avoir un nombre 
supérieur à celui des coordonnées de tous les points. Car 
déjà un nombiv; égal suflirait à déterminer d'une manien; 
invariable la valeur de toutes les coordonii('*es, et, par suite, 
les points matériels seraient tous parfaitement fixes et inca- 
pables de prendre aucun mouvement. 

Comme dans les systèmes dynamiques, nous appellerons 
équations de liaisons les équations semblables à celle qu’oii 
a vue , et forces intérieures ou de liaisons, les forces équi- 
valentes à chaque instant aux actions des liens sur les points 
matériels. 

On peut dire que le caractère distinctif des systèmes géo- 
métriques, c'est que tous les mouvements n’y sont pas simul- 
lancmenl possibles pour tous les |H)inls, comme dans les 
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syslèiiu's ilyiiaiiit(|iie.s. Aiii^i, l’on ne poiirnûl les mouvoir flo 
muiiiéro à fairo varier la loiigucur des tiges ou des fils. 
Toutes les Ibrces motrices (iii'oii appliquerait aux points 
poul‘ leur imprimer de tels monvenienis n'auraient d’autre 
résultat que de développer dans les liens une résistance indé- 
iiniinentcroissant(c C’est là une diiïérencc capitale enire les 
forces intérieures de pareils systèmes et celles des systèmes 
dyn:uni(|ues. En effet, les variations des forces intérieures 
de ces derniers correspondent à des variations dans les posi- 
tions des points, tandis (|ue , dans les systèmes géométri(pies, 
ces positions peuvent rester les mêmes si les forces exté- 
rieures tendent uniquement à imprimer des mouvements 
qui devraient faire varier la longnenr des liens. 

Ainsi, en gi'méral, (ptelqiies-ims des points étant supposés 
prendre des mouveimmts tout à fait quelconques, il reste 
toujours autant de coürdoniié(‘s inévitablement déterminées 
qu’il y a d’étiualions de liaisons dans le système. Si le nombre 
des équations est égal à celui des coordonnées moins une, 
toutes les autres se trouvent a priori fonction d’nnc seule, 
et c’est celle-là qui, variant avec les forces motrices, impose 
aux autres des valeurs complètement déterminées. En d’au- 
tres termes, les valeurs des coordonnées, en prenant x, par 
exemple, pour variable, deviennent : ■ 'à' 


(m) 


3/ = /■ W , 
z = {x ) , 


(m') 


X = {x ) , 

y' = y. (■*) > 

i' = - (.r) , 


et l’on voit que le point .r, y, z, quelles que soient les forces 
motrices qui le sollicitent, ne peut se mouvoir que suivant la 
courbé déterminée par les équations y=f(x), z=<!^(x). — 
Dans ce cas, on dit que le système est à linitott» com- 
plète», voulant dire par là qu’une seule liaison de plus ren- 
drait tout mouvement impossible. — Si le nombre des équa- 
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esl i'gal a celui .des cuorduiinçcs moins deux , toulcs 
les coordonnées penvenl se nieUresons la l'orine : 

i = 'I (•»•> y) 

1“*') y' = /. y) . ...... 

\ z' ^ T (x, y) 


el l’on voit «lue le poinl x, y, z, <|uelles (juc soient les forces 
qui le sullieilenl, ne [)eiit se inouvoir que sui' la surface 
déu-rininée par 1 e(|ualion z—f\x, y). 

Mous avons dit, à propos des systèmes dynuini(pies, que 
tous ceux qu’offre ■ réellcinent la nature jouissent de cetlo 
pi'opriél(‘ i'einan|uuhle , que toutes les forces intérieures y 
sont égales deux à d«;ux et directement opposées. Nous 
allons voir muintenani que la conception idéale des systèmes 
géométriques entraîne nécessairement la même propriété 
pour les forces équivalentes aux actions des liens absolus 
établis entre leurs points. 

En effet, pour ce qui concerne eu premier lieu deux points 
matériels liés aux extrémités d’une tige ou d’un iil tendu 
invariable, nous savons, d’apivs le troisième axiome du 
11 " 20 , que les efforts développés en clia(|ue point , par 
suite même de la liaison, sont égaux et opposés. Si nous 
considérons , en second lieu , un nombi e quelconque de 

points matériels, M, M', M" , M dispersés le long 

d’un Iil parfaitement tendu et d’une longueur totale in- 
variable entre les deux points extrêmes M et M'"' qui lui 
sont attachés, la démonstration se fera simplement de la 
liianiere suivante. C.oncevons, à un instant qiiehanique, que 
le point M", qui, ainsi <pie tous les points intermédiaires 
entre M et M " , peut glisser le long du Iil, concevons, dis-je, 
que ce point cesse de glisser effectivemeni, tandis que le point 
M' garde .sa liberté. €e dernier se Irouvera dès lois assujetii 
à demeurer sur la surface d'un ellipsoïde dont M et M.' sont 
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les foyers. louie force extérieure, sollieilaiit le mobile .M', 
peut être déeoini)osée en deux, ruiio normale à l ellipsoïde, 
laquelle a pour résultat de maintenir le lil tendu, l'autre taii- 
jîente à cette surface, laquelle fait par conséquent glisser li- 
brement le i)oint sur lu surface, c’est-à-dire le long du til, 
sans développer aucune action intérieure. Quant à la force 
extérieure normale, nous avons vu au chapitre IV du livre 
précédent, qu’elle fait naître deux forces intérieures égales. 


loppe en M" un effoi t égal et opposé, üii poursuivrait le 
même raisonnement pour les autres points, et on arriverait 
ainsi à voir que In tension du fd a une valeur numérique 
constante sur tonte sa longueur, et qu’entre deux points 
successifs M et M', M' et M", les efl'orts sont directement 
opposés. 


122. — Deux groupes de forces équivalents et de sens 
contraires se font équilibre. 

La signification de cet énoncé est celle-ci : 

.Supposons que deux groupes de forces soient tels que, 
successivement appliqués a un même système de points ma- 
tériels, iis lui communiquent le même, mouvement; je dis 
que si ces deux gi oiqies sont appliqués à la fois, mais en 
ayant soin de faire agir chaque force de riin dans uil sens 


«r 



dirigées respectivemen t sui- 
vant M'M et M’M". D’un 
autre côté, nous savons que 
l’cIToi ten M', dirigé suivant 


\ M'.M, développe en M un 


FHt. 2». 


effort égal et opposé ; cl de 
même que l’effoi t en M’, 
dirigé suivant M'.M", déve- 


FropoBltion première. 
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(iiiuniUi'ulcnu'iK oppoür :i su ilircclion pi'iniitivo, les.ucUuiis 
coiiiliiiKk's de cos deux groupes s'uiiéunliroul i('*cipio(|ue- 
Hieiil, el (|ue par suile il y aura é(|uilil)rc. 

Eu effet , soit S el S' les, deux groupes de t'urecs. étpiiva- 
ieuts, el M uu point (pielcunque du systèiuc luaU'i'icl. 

Dt'siguons pai' F renseiiible des forces «pielcoiupies exté- 
rieiirt's ou iiitérieuivs qui sollieiteiil le poiiil M, avant riii- 
Irodticiioii du groupe S ou du groupe S' ; par i* les forces du 
groupe S (pii sont directcnienl appliquiVs à (Xi point, el par 
1 reuseinblc des efforts intérieurs <pii se di^’elojipenl eu ce 
niéiiie point par suile de la priisenee du groupe S sur les 
divins points du sysKune. Après l'application du groupe S, 
le point M se trouvera coiunie uu point libre sollicité par 
la résultante des forces F, 1* el 1. 

Eu nous servant de notations analogues à l'égard du 
grotipe S', on voit qu’après l’application de ce groupe le 
point M se trouvera sollicité par la résultante des forces 
F, !>' et I'. 

Puisque les deux groupes sont (*quivalents, il s’ensuit que 
la pmuiére résultante est égale à la seconde, et conséquein- 
inent que la résultante de P el de I est égale à la résultante 
de P' cl de F. 

D'un autre ctilé, deux groupes identiques à S', mais appli- 
qu(‘S eu sens contraire l'un de l’autre, se feraient évidem- 
ment équilibre, car cela revient à appliquer sur chaque point 
d(*s forces égales et directement opposées, lesquelles se dé- 
truisent réciproquement. Donc, puisque le groupe S', agissant 
en sens contraire, fait équilibre au même groupe, agissant 
dans le sens primitif, il s’ensuit que le point M', qui, sous 
l'influence de l’un d’eux, est sollicité par F, P’ et P, n’est 
plus sollicité que par F sous l’influence des deux groupes S' 
combinés. .Ainsi le groufc S', en sens contraire, donne lieu 
en M à deux forces — P’ et — l' qui détruisent les deux pre- 
mières P’ el 1', ou qui ont une résultante égale el dircclc- 
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iiiciil opposée. Mais déjà la résullaiiu; do 1’' ol do l' étuic égale 
à lu rosullaiile do 1’ cl de I : donc celte domièrc osi égale el 
directement opposée à la résnitante de — P' el de — J'. 

Cela posé, upplitiuons le groupe S el le groupe S' en sens 
contraire. Le point M se trouvera sollicité par la lorce F, 
pins 1a résulUinle de 1* el de 1 , pins celle de — I* et de — I' : 
or CCS deu.v résultantes, étant égales el directement opposées, 
se déirniscnl. Le point .M est donc sollicilti .seulement pur F, 
el par suite prend le môme monvemonl que si les doux 
groupes ii'exisiaient pus. 

Celte démonstration convenant à tous les points, un voit 
que les deux groiqtes équivalents, agissant en sens contraires, 
se font équilibre. 

Cangi'qncucc». 

1° Si le système est primilivenieni en repus, il continuera 
à y demeurer sous les eQ'urls des deux groupes équivalents 
et opposés. 

2" Dans un système dynamique, l'équilibre de deux groupes 
ne peut avoir lieu qu’aulant qu'ils fournissent, sur chaque 
point individuellement, des forces égales et opposées. Lu 
effet, les deux groupes en é(|uilibre, pris eu sens contraires, 
sont équivalents, c'est-à-dire communiquent à tous les points 
des mouvements identiques. Or les forces intérieures, qui 
dépendent uniquemeut des positions des points, étant alors 
nécessairement les mêmes, quel que soit le groupe qui agit, 
il en résulte que pour chaque point les forces extérieures 
sont aussi les mêmes. Donc les deux groupes en équilibre 
fournissent sur chaque point des forces égales et opposées. 
— Au contraire, pour les systèmesvgéométriqucs, les forces 
intérieures m‘ dépendent pas des positions des ]»oints, mais 
de l'étal des forces extérieures qui les sollicitent. C'est [)Our- 
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quoi deux ^l'uiipos dn lorws exlérknires, dans tiii l'iul difté- 
rciil, |M‘Uvent, en dé\clo(»|):iiil dos foires extérieures ddfé- 
reiites .aussi, se trouver jiarfaiteineul équivalents. 

3" Lorsque des forces se fout é(|uilibrcsur iiu système géo- 
métrique, ou peut les aiigmeuter ou les dimiuuer toutes à lu 
fois, dans la même proportion, sans altérer l'équilibre : car 
doubler, tripler chaque foret; revient à superposer deux, 
trois groupes de forces, iudividuellemeiit eu équilibre, et dé- 
veloppant chacun des forces intérieures couvouables au 
moyeu desquelles cet équilibre a efl'ectivemcnt lieu. 

5° L'équilibre d’un groupe de forces sur iiii .système gé*o- 
métrique ne dépend iii des niasses des points ni de leur po- 
sition dans l'espace. Il ne dépend pas non plus du temps, 
pourvu que les forces extérieures varient toutes de la même 
maniéré avec le temps, eu conservant leurs rapports numé- 
riques et les mêmes directions. 

l’üur un système dynamique ces propi'iétés ont évideiu- 
raeiii lieu parce que les forces des groupes sont en équilibre 
sur chaque point isolément. h 

Lorsque des forciis se font équilibi e sur un système,. 
chacune d’elles, prise en sens contraire, est équivalente à- 
l'ensemble de toutes les autres. Donc celles-ci ont une résul- 
tante unique, qui est égale et directement opposée à la pre- 
mière force. 

Cette propriété ne convient qu’aux systèmes géoméu iques; 
car, pour un système dynamique, nous venons de voir qu’un 
groupe de farces extérieures ne peut se trouver en équilibre 
qu'à la condition que sur chaque point individuellement, 
l'équilibre a lien. Donc une seule des forces du groupe, 
ne peut être (équivalente à toutes les autres prises en sens 
contraires. 


Digilized by Googh 


PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES. 


25 » 


Hemaniuct. 

12.». — Ce qui précède a imur principale utilité de per- 
mettre, à volonté, de ramener la recherche de l’équilibre à 
celle de l'équivalence, et réciproquement. 

Nous ne tei'minerons pas sans faire, au sujet des systèmes 
dynamiques, une observation importante, qui nous montrera 
condtieu est incomplète la coiiecptiou de l’équilibre, telle 
qu’elle est présentée dans les traités de xtalique, où l’on 
se propose d’étudier cette circonstance dir(>etemeut et sans 
la rattacher aux considérations beaucoup plus générales du 
mouvement. Eu effet, imaginons un système dynamique sou- 
mis à des forces ext(M'ieiires (|uelcom|ues cl actuellement en 
repos. Si ces forces viennent à être supprimées, les points 
matériels, eu vertu des forces intérieures <|ui lie sont plus 
contre-balancées par les autres, prendront certains mouve- 
ments; d’où il ressuii bien que le groupe des forces e\té>-’ 
rieures ne se trouvait pas eu équilibre, puisqu’il n’était pas 
sans iulluence sur l’état de mouvement ou de repos du corps. 
Si le système était au contraire géométrique, les points res- 
teraient eu repos après la suppression du groupe, puisque 
cette suppression fait disparaître du même coup toutes les 
forces intérieures, qui sont dues uniquement à la présence 
des forces extérieures, (i’est donc en délinissant l’équilibre 
d’api'ès riiiflueuce ipie les forces exercent sur le mouvement 
ou le repos, (|u’on peut décider que l’équilibre n’avait pas 
lieu dans le premier cas et existait au contraire dans le se- 
cond. En statique, dès que les corps sont en repos, on les 
tient pour être en équilibre. La conséquence inévitable est 
de commettre une erreur sur le véritable étal du groupe 
appliqué au système dynamique, ou de faire entrer eu ligne 
de compte les forces inti-rienres de ce système comme forces 
extérieures, c’est-:'edire de supprimer la conception des sys- 
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t^mps dynamiquos pt dp ne plus s’oceiiper que des systèmes 
gpoineliiques : point de vue bien peu pliilosopliique, piiis- 
q'u’en definitive les systèmes dynamiques sont les seuls qui 
existent dans la nature; point de vue d'ailleurs constamment 
deiueiili par le langage scientifique lui-même, où les mots 
de xijxirme ploiu'laire, par exemple, sont alTectés à l’en- 
semlile des astres qui gravitent autour de notre soleil en 
vertu de forces intérieures égales deux à deux et directe- 
ment opposées. ■ 


Proposition «lenxième. 


13/i. — lléflnitions. On appelle moment de la mante 
d'un point matériel par rapport :i uii plan, ou simplement 
moment, le produit de la masse de ce point par la perpen- 
diculaire abaissée sur le plan. — Réciproquement, le plan se 
nomme plan du moment. — Si plusieurs points matériels, 
indé'pendauts ou .à l étal de système, sont dispei’sés d’une ma- 
nière quelcoU(|ue dans l’espaci*, ou nomme plan moyen det 
momentn ou simplement plan moyen un plan tel que la 
somme des moments des points sitm>s d'uu cùu- soit é‘gale à 
la somme des momeuts des points situés de raulre côté. 
Cela posé, la présente proposition consiste en ce que : 
Pour un groupe quelconque de points matériels , il y a 
toujours une inliiiité de plans moyens. 

Car, si l’on mène un plan quelconque, cl qu’on forme les 
produits relatifs aux momeuts, les deux sommes, pour la 
droite (>t la gauche du plan, que je représente respectivement 
par Imx et iwiiJ", , seront généralement inégales, — sans 
quoi le jilan serait immédiatement un plan moyen. — Mais 
si l’on mène un autre plan, parallèle au précédent, à la dis- 
tance a, les deux sommes analogues pour ce nouveau plan 
st-ronl : 
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^ in (.r -i~ x) — 1 m.r -f- x - m ; 

^ III, (,T, — a) — ^ III, .V, — X ^ III,. ■ 

Os soniinos pourront toujours rire mulups ('‘"alos ru doii- 
uant iVa uur valeur telle que : 


d'où 


^ vu: 4- a - Hi = 2 ^ ; 


^ III, X, — i ’ui.r 
i m, 4 - i III 


One même démonstration prouve qu’il y a une infinité 
de plans moyens, puisque le preiuiei' plan mené u une direc- 
tion tout à fait urbilraire. 


ConxèquciH-cg. 

1° Aucun plan parallèle à un plan moyen ne saurait être 
lui-même un plan moyen : car, pour peu que le plan moyen 
avance ou recule parallèlement à lui-même, les deux sommes 
varient simullanéineut eu sens contraires et par suite cessent 
d’être égales.- 

2° .Si toutes les masses sont égales, le plan moyen des 
moments est en même temps le plan moyen des distances, 
puisque l’égalité lnix = ~in,x, se cliauge eu .iLr,. 

3" Si toutes les masses sont à égale distance du plan il en 
résulte que hn = lm , , c’est-à-dire que la somme des masses 
situées d’iiii côté est égale à la somme des masses situées de 
l’autre ; en d’autres termes, le plan est un plan moyen des 
masses. 

/i“ S’il n'y a que deux masses, l’égalité de- 

vient iiix—m,x„ ou .r, : x :: m : tu,. Donc les distances au 
plan sont en raison inverse des masses corres])ondautes. 
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l*ro|»«Hltloii troiRiènir. 

12.Ï. — Tous les pluns moyens se eoiijicnt en un iiièine 
point. 

Pour le (lémonti’er, je vais prouvei- que loiil plan mené 
par le point iriiil(‘rseelion de trois plans moyens est Ini- 
mème un plan moyen, ('.omme ainain autre parallèle ne 
saurait l’être également, il en résultera bien que Ions les 
plans moyens se coupent en un même point. 

Prenons donc trois plans moyens rectangulaires entre eux, 
et plaidons l’origine des coordonnées à rintei’seclion de ces 
trois plans, .le mène par celte origine un plan (pielcompie, 
et je dis que c’est encore là un plan moyen, c’est-à-dire (pie 
la somme des moments est la même de part et d’autre de ce 
plan, on, si l’on préfère, ipie la somme nigrhriquc de tons 
les monuMits par rap[toi'l à ce plan est nulle (en comptant 
comme positives toutes les perpendiculaires silinfes d’iiii 
ci’ilé, et comme lu'-gatives toutes celles qui sont de l’antre ). 

Kn ellèl, la perpendiculaire meiuie d’un point quelconque 
m, dont les coordonni'-es sont x, y, z, sui' ce plan, ipii a 
pour ('quation .\;-l- lir; -+-C0 = o, ( E, «, 9, étant les coordon- 
nées du plan ), celle perpendiculaire, dis-je, est égale, d’après 

, . . , . , .\j-l- Bw -1- C; 

ce qii on a vu en geometrie analvlique, a — r _l _ . 

par conséquent, la somme algébri(|ue de tous les moments 
aiiia la valeur suivante : 


\x By -I- C 2 


1 


1/ -i- B’ 1/ A’ -1- B‘ -t- r.’ 

-b Bi mij 4- C.ï)«r) . 


[\ 1 tiix -i- 


Alais par liypollmse les plans coordonm-s sont des plans 
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moyens, c’esl-à-dire (jiie les soinmes nl»élii'i(|iies des ino- 
meiits pris piir rap|)urt ù ecs plans sonl iiullcs ; dune -//ta’=o, 
miinj^n, Iniz 

Il en résuUe que la somnn; ci-dcssus est itlentii|uenient 
nulle, quels que suieni d'ailleurs A, B, (', ou (|uelle(|uc soit 
rinelinaison du plan eonsidi-ré. 

I.e point de reneontre de tous les plans moyens a re(;n le 
nom de centre rie* nioinenlx. Ainsi le <;entre des inonients 
‘est un point tel que tout plan mené par pe point est un plan 
moyen des moments. 

Conxeifiience*. 

1" Le centre dt‘S moments de deiis masses ('■"aies est an 
milieu de la lij'ue qui les joint : car lont plan (pii pass(> par 
ce point satisfait ('■\idemmenl à la eondilion (|Ue les deux 
perpendiculaires sont ('•"aies. De m(‘-me le centre des mo- 
ments de deux masses in('"alcs est sur celte li"iie el 1a divise 
en raison inverse des niasses. 

2" Si tontes lésinasses sont (-gales, le centre des niomenis 
est le centre des moyemies distances. 

3" Si toutes les masses sont ('gales el nniformémenl dis- 
lrilim>es suivant une ligure géomélricpie n'-giilii-re, comme 
un cercle, iiiie spln'-re, un ciihe, etc., le cenire des moments 
coïncide avec le centre de ligure. 


Iteiiiiirtiin-f. 

•Si les points mal(‘iiels cliangeiit de positions relalrves, 
comme cela a lieu dans un moiivemeiil quelconque, le centre 
des moments change lui-même avec le temps. .Mais il ii’y en 
a pas moins à chaque instant, pour la ligure actuelle alïectée 
par les points, un certain centre des moments, dont la place 
est assignée par la condition (pie trois plans rectaiigiilaires 
I. 17 
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i|iii s'y «.‘uiipiMil sont, à (‘iM insUiiil jim-is, îles jilnns moyens. 

Si l’on supiMisr quf loulcs les niasses îles imiiils mairTÎels 
foiisulen-ssoul sollicitées jiar la pesanleur, les inomculsÿes 
masses de ees poiiils seront iiruporlionnels aux 
leurs poids. Par coiiséipieni loiii ))laii moyen pour les 
inenls dos niasses sera aussi un plan moyen pour les mo- 
ments des poids, et le centre des moments des masses sera 
le eentre des moments des poids. 

Celte eirconslaiice a lait donner de préférence au cenliT 
dont il s'agit le nom de ventre de finirile', qui signifie eeiitiv 
des moments de la gravité ou centre des moments des jioids. 

Ilien entendu, ce eentre n'en existerait pas moins si les 
masses n’étaient pas soumises à la pesanteur, ou si leurs 
poids u'étaieut pas exactement proportionnels, comme cela 
aurait lieu pour des corps situés en des régions sullisaniment 
('•loignées du globe. Seulement le terme de eentre de gravité 
n’a plus aloi’s d’autre siguifieation que celle de ventre den 
moment* det manxcit, qui est la propriété caractéristique 
de sa position dans le système. 


l*ropoBl(lon «luatrléme. 

‘iSfi. — lai somme des masses d’un nombre qiudconqiie 
de points matériels, iiiultiplié'e par la distance du centre de 
gravité à un plan quelcompie, — ou ce qu’on nomme le inu- 
nient du ventre de grnrité, — est égale à la somme des nio- 
nients de tous les points matériels par rapport à ce même 
plan. 

N. B. Par ce mot xoninie, il faut enleiidre naturellement 
la somme algébrique. 

Soit donc wi, /«', m".... les masses des points mati'riels, 
.T, .r', x"... leurs distances à un plan quelconque, et ? la dis- 
tance du ceiilre de gravité à ce même plan, .le dis qu’on aura ; 
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^ Itii = 1 mx — tn.v H- in'x' m"x" -i- .... 

r.M (‘ITet, menons par le centre de gravité un plan paral- 
lèle au pré-ei'alent; ç sera la distance entre les deux. Lesdis- 
taiK-es des divers points par rapport à ee nouveau plan, qui 
est un plan moyen, seront x — î, x' — ?, .r"— et l’on aura, 
d’après la proposition II”, 

m (.B — 2) = O , * 

d’où 

^ mr = .il )« J = ç i in ; 

ee qui est justeni(‘iit ce qu’il s’agissait de prouver. 

Connéquencea. 

1° Le centre do gravité, au lieu d’étre dt'lini un fwint par 
l&qiirl fou/ p/an mené eut un p/an moyen, peut être éga- 
lement detiiii un point te/ que son moment par rapport à 
un p/an que/eonque eut ega/ à /a nomme de» momentn de 
ton» /e* point». — Cette propriété nous fournit même un 
nouveau moyen de déterminer le centre de gravité. Il suflira 
il<! mener trois plans (pielcompies, par exemple les trois 
plans rectangulaires de coordonnées, et de chercher ensuite 
le point qui satisfait à la condition que la somme des masses 
multipliée successivement par chacune des trois coordonnées 
lionne des produits respectivement égaux à la sommi* des 
moments des points matériels par rapport à ces mêmes plans. 

2" .Si l'on cherche le centre de gravité de trois masses 
m, m' , ///", il revient au même de chercher : 1” le centre de 
gi-avité n do deux d’entre elles, m et m' \ 2° de chercher le 
centre do gravité de m" avec n, comme si en n étaient accu- 
mulées les deux masses m cl ni. Le point (l ainsi dé•lcrminé 
scia le centre di? gravité des trois masses donné-cs. Il sullit 

n. 
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pour cela de montrer que tout plau XX mené par ce point 

est un plan moyen. En effet, 
soit X, X ^ x" et h les dis- 
tances à ce plan des points 
wi, m, m” et n. On a par 
construction ( )h = 

m"x" \ on a aussi , d'après 
la proposition ci-dessus, mx H- m'x = (wi-|-mi') h\ donc 
mx+m'x=m"x". 

3° En généralisant la conséquence, qui précède, on voit 
qu’on peut obtenir le centre de gravité d’un nombre quel- 
conque de points matériels en cherchant d’abord celui de 
deux d’entre eux, puis en combinant avec le troisième, puis 
avec le quatrième, et ainsi de suite; le tout se faisant uni- 
quement par des constructions linéaires. 



Fig. 21. 


CHAPlTRi: II. 


MOLVEMKM (iE.NÊItAL. 


Étant donni' un sijstimc iiurlcunque , ainsi que les (oeces qui sollicitent 
ses divers points matériels, trouver le mouvement que prendront (ont les 
points i 

ou réciproquement : 

Étant connu le mourcment des divers points matériels d'un système 
déterminé, trouver les forces qui les sollicitent. 


Synièmes dynamlqucM. 

127. — Soit m, m, m" les masses respectives d'un 

certain nombre de points matériels , constitues en système 
dynamique au moyen de Torces intérieures (|ui agissent sur 
cliaenn d'eux. 

Représentons par P la résultante de toutes les forces exté- 
rieures qui sollicitent le point m, et par X, Y, Z les pro- 
jections de cette force P sur trois axes de coordonnées rec- 
tangulaires ; représenloiis également par I la résultante de 
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luulcs 1rs foires iiiiiTictires, durs à IVdal du systrnir, i|ui 
sollirilrnl Ir iiu'nir j)oinl, cl |):ir L, M, \ srs |)iojerlioiis 
suivant 1rs trois axes. Crtlr forer I coinpmul aussi les forces 
équivalentes à la surface ou à la couibc sur laquelle le 
point uiatérirl peut être assujetti à demeurer. 

Ou peut cüiisidrrer 1(? point /ii coiiinic libre et riitièreineiil 
dé'gagi' du systruir, pourvu (pi 'ou adjoigne la force 1 à la 
forci; motrice P. Eu d’autres tenues, le point m se coinporlo 
eoiuiiie s’il ('tait ab.soluiiient seul, el (pi’il fût sollicité par 
r(,*us(;uiblc des forces P el I. 

Lesikpiatioiis générales du mouvciueiil de ce point seronl 
donc : 


(A) 


X -f- L = 



Y 4- M =m 


dt ’ 


-3T’ 


auxquelles il faut joindre les trois relations représcnlalives 
de la vitesse, savoir : 


(B) 




tv 


ih 
dt • 


Si l'on fait usage de notations analogues pour le point 
m, on aura autant d’équations de même forme • 


X' + L' = m' 


dv' 

lu ’ 


(A') 


Y' -f- M' = m' 


du 
dt ’ 


\ 


Z' -f- .N' 


m 


, div’ 

1T ’ 
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(»') 


dx , du 



-iOo 


cl ainsi de suilc pour eliacuii des aiilres points dn sysiènic. 

Si le syslèine est assignt', on eonnailra Ij, Al, N en l'onc- 
tion des coordonnées dn système, l’n efl'ei, la force I est 
expi’iinée par une ceriaiin' fonetion des cooialomn-es, (|ni 
d('termino son intensitc'-. Klle pourrait èlia; également fonc- 
tion dn temps, pnist|ue nous avons vu (|ue certaines forces 
intérieures sont sujettes à varier, (hioi (pi'il en soit , son 
intensité n^ui sera pas moins connne , si la nature dn sys- 
tème est supposée donné‘e. Quant à sa direction, nous pou- 
vons la déduire de la manière suivante. Celtia force I , 
qui représente rensiuidjle fies forces inlf’uicnres , est la 

résidlante d’un f.-erlain noinhre de forces i', menées 

dn point in aux antres points m‘, in", entre lestpiels 

l’action mninelle s’exerce. La connaissance dn système im- 
plique qn’on connaisse individnellement l’inlensitfî de i', 

i ", ; la direction de chacune de ces forces partielles est 

d’ailleurs déterminée, pnisqn’ellc passe : pour la force i', par 
les deux points m et /«'; pour la force i", par les deux points 
m et m" -, et ainsi de suite : ce (|ni revient à dire que la 
direction de i' est une fonction des coordonnées des deux 
points m et m'; la direction de. la force i", une fonction des 
coordonnées de ni et m"; et ainsi de suite. Ces fonctions 
sont fort simples et connues en géonu'trie : par exemple, le 
cosinus de l’angle que fait la force i' avec l’axe des x, est 


égal à 


X- 


; le cosinus de son 

\>{x— xj-^- (y— ijJ f 
angle avec l’axe des y a le même dénoniinatenr, et pour 
nunn'uateur y — y', etc. tu résumé, nous voyons que clia- 

cnne des forces i ", est connne en gramlenrelen 

direction. Donc aussi la if'snllanle 1 est connue en grandeur 


et en direction ; et en disant qu’elle est co/(//«o je >enx dire 
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2È'l 

qu'i.'llf n'csl luiicliüii <|iif des (|iiiiiitiU‘S assignées à l’avance 
cl des coorduniiées des poiiils : ee qui, dans les équations 

(A), (A'), ci-dessus, n’inU'odnil conséqueinnieiU 

aucune incoiiiiue distincte de ces inèines courdoimées. 

Ur, les é(|ualiuns lundanieiilales (|n’on a élablies pour 
chacun des points matériels sullisenl à déterminer le mou- 
veineui, dès que les premiers membres sont assignés. Donc, 
si l'on connaît les forces exterieui’cs , comme on connait 
aussi les forces inti'-rienres, ou du moins, comme elles ne 
renferment que les coortionnées, ou voit que tlu'mi iquement 
on pourra toujours trouver la valeur de ces coordonnées ; 
ou réciproquement , ces coordonnées étant connues , on 
pouiTU déterminer les forces extérieures. En un mot, le 
mouvement se d('duira des forces , et rice ret-Ka; ce «[iii 
est précisément , en ce (|ui concerne les systèmes dyna- 
miques, la solution que nous nous proposions, envisagée 
dans sa plus grande généralité. 

— ()n’on h* remarque bien, celte solution est pure- 
ment théorique, et destinée surtout à satisfaire les exigences 
philosophiques de l’esprit. Car, dans la pratique, des difli- 
cultés presipie toujours insurmontables viendront s’opposer 
à ce que la méthode précédente fournisse des résultats effec- 
tifs. On pressent immédiatement la nature des obstacles 
contre lesquels on aura à lutter. Ainsi le nombre, souvent 
très-grand et même immense , des points matériels condui- 
rait à un système d’équations impossible à manier. En outre, 
la connaissance des forces intérieun-s est généralement en- 
travée par notre ignor.incc de la conslilution physique des 
corps. C’est précisément pour sc soustraire à ces difficultés 
d’application (pi’on a été conduit, dans bien des cas, à 
remplacer les systèmes dynamiques par dos systèmes géo- 
métriques b(‘ancoiq> plus simples, qui en fussent assez voi- 
sins pour tpi’on piil en idenlilier les résultats. C’est ainsi, 
par exemple, ipi’an lien de considérer les corps que nous 
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ooniinoiis solides eoiiinie des sysléiiies dyiiaiiiii|(ies ^([u'ils 
sont poiirtaiil en réalilé abscdiie), on les Iraile eomiiic des 
corps }>éoniélriniies deroritie invariable; on ne se pi'éocciipe 
pas des niouvemenls individuels de leurs particules, et on 
leur appli(|uo les procédés d'étude, beaiu'oup plus simples, 
qui conviennent à cette elasse particulière de systèmes g(‘ 0 - 
mélriipies. .Mais, bien que, dans la pluralité des cas, l’étude 
directe des systèmes dynamiques soit, comme nous le disons, 
inabordable, et qu'on tourne la dillicnité par des assimilu- 
tions plus ou moins approximatives, il convient d'autant 
mieux de présenter la solution théorique du problème, (]ue, 
outre la satisl'aelion philosoi>hi(]ne qu’en reçoit l’espi'il , on 
peut, au moyen de ces mêmes éipiations générales, mettre 
eu évidence certaines propriétés qui appartiennent d’une 
manière absolue à ces systèmes dynamiques, et qui ne sont 
pas le résultat des investigations indirectes dont nous par- 
lons. Aussi, dans la suite de ce travail, continuerons-nous 
à nous occuper des systèmes dynami(iues, comme si les im- 
possibilités de solution pratique n'existaient pas , sauf à 
montrer plus tard, dans des chapitres spéciaux, les résultats 
(pi’oii est tenu d’emprunter aux assimilations géométriques. 

Quant aux conséquences qui découlent des équations 
générales établies ci-dessus, nous eu renverrons l’examen 
après les systèmes géométritiues, atiu de pouvoir rapprocher 
entre eux les résultats des deux natun^s de systèmes. 


My^lènicti géoméiriquei». 

12Î1. — .Soit, comme préc('demmenl, wi, m', un cer- 
tain nombre de points, constitués en système géomélri(pie par 
des liaisons du genre de celles que nous avons énumérées 
au 11 ° 121. Soit de même 1’ la n’>sidtanle des forces i-xté- 
ricures, et 1 la ix'sullaiiledes.forees de liaisons i|ui sollicitent 
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I(‘ point m, colle rorco 1 coiilimiunl à représenter iioii-seii- 
leiiienl les allions des liens établis entre les points, mais 
aussi celles (|iii pourraient provenir de rassujellissenient à 
demeurer sur une courbe ou sur une snrlace donnée. 

ün peut toujours considérer le point /« comme enlière- 
ment libre et dé'gagé du système, pourvu ipi’on adjoigne la 
force 1 à la force P. .Si X, Y, Z et L, \I, X sont respec- 
tivement les projiïi tions de ces deux forces sur les trois 
axes, les équations générales du inouvemcnt du point »i 
seront ; 


X 


dv 

Vi t ' 


(A) 


Y -f- M = tn 


du 

dt ' ■ 


Z -f- N = m 


dw 

lî ’ 


(B) 





De meme les équations du point m seront ; 

dv' 


X' -f- L' = m' 


di ' 


(\'){ 

, dx , dy' , dz 

” = 7F' “ = 7/7’ '"=7/7' 


et ainsi de suite poui- chacun des points matériels du sys- 
tème. 

•le reniai'querai imniédiaieinenl que les forces intérieures 


• I 

1 
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L, M, N, L', soin des (lUuiitiU'S coimues , si lu oonsii- 

liiliuM ilii syslémc csl diderniiiiêe ; ou plulôl que lo iionihro 
d'iuçoniiucs disliiicics qu’ellos rcpn'Sfiilent csl (''jîuI uii iioiii- 
bre d'éqiiulions do liaisons du sjsloiiio. 

l'n oITcl, supposons quo lu foroo I, par oxoniple, provioimo 
d'une double liaison du point m, savoir : son atlaebe inva- 
riable à une lige rigide ipii l’unit au point m', et son glis- 
sement le long d’un fil lié au point m”. Soit i' et i" les 
deux forces qui dérivent de ces deux liaisons, forces cpii ne 
sont pas assignées a priori en fonction des coordonnées, 
comme dans le cas des systèmes dynamiques , mais qui se 
développent spoiilanément eu raison des forces extérieures 
appliquées aux divers points. Dans le cas présent, les inten- 
sités seules de ces forces i” et i" sont inconnues, car, pour 
leurs directions, elles ne sont aulres que celles des lignes 
qui joignent le point m aux points ni et m"\ or, les cosinus 
des angles de ces lignes sont des fonctions connues des coor- 
données, de la forme 

X — x' 

Ç^{x—x'Y + {<J — y'Y -f- (2 — cT ’ 

expression qui désigne le cosinus de l'angle formé par la 
foi'ce.t" avec l’axe des x. Ce sont les mêmes formules qu’on 
a diqà vues au n“ 127; par conséquent, ces directions n’iu- 
truduisent pas d’autres inconnues que les coordonnées elles- 
mêmes. Ainsi les quantités L, Al, IV des équations (A) ne 
représentent pour le moment que deux inconnues distinctes, 
les intensités de i' et i", lesquelles iigurent de la manière 
suivante : 
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4-1 


V/ (.r - X'Y- + (y _ yy -|1 (3 _ c')’ 

_j — y" _ , 

V{X — x'y (y — y"Y + (; — z"Y ’ 


V {x — xy + (y — y'Y -f- [z — z'Y 

V[x — x'ÿ + (y — y")= -t- (î — z'y ■ 

•Si donc on conçoil que ces trois qiinntilés 1>, iM, N soient 
remplaeées par leurs valeurs, on introduira dans les équa- 
lions ;'.V) deux iionvclles inconnues distinctes, «'et i". Tous 
les autres points dn système qui participent à ces deux 
inènies liaisons, c’est-à-dire tous les points qui sont dis- 
persés , soit le long de la tige rigide , soit le long dn fil , 
introduiront les deux mêmes inconnues ï et i", sans comp- 
ter, bien entendu, celles (pii correspondent à leurs liai- 
sons avec d'autres points, et que nous négligeons momen- 
tanément. J'ai dit que tous les points qui participent aux 
deux premières liaisons introduiront les mêmes incon- 
nues î et »■", parce qu’on sait que l'intensité de la tension 
sur toute retendue du lien est constante, et que toutes les 
directions sont, comme les précédentes, fonction des coor- 
données. Cela posé , si la substitution dont nous parlons est 
faite dans toutes les équations (.V), on pourra éli- 

miner {' et i" entre ces équations, ce qui en réduira le 
nombre dé deux, bien qu’il y ail encore toutes les coordon- 
nées. Mais le fait des deux liaisons supposées implique entre 
ces mêmes coordonnées deux équations a priori ayant pour 
objet d’exprimer ipie la longueur totale de la tige et celle 
du iil sont invariables, et égales respectivement à une cer- 
taine ipiantité donnée, ('.es deux équations, réunies à celles 
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qui pruvicniicnt do rôlimiiiatiou du i’ cl do i" , repnidiiisoiil 

10 môino nombre d’<-(|iiulions qu’on avait tout d'abord. 

.\in.si chaque liaison inlrodiiil dans les (‘(|nalions du inon- 

veinenl une inconnue spi-ciale distincte, mais en nn'me 
temps elle ronriiit une équation correspondante, (pii linale- 
inent laisse tonjoni's subsister le im'une nombre d'inconnues 
que si, dans les ('•ipiaiions du monvemenl, tontes les forces 
intéi'ienres étaient directement assigni'cs. 

.Vous ne parlons pas des forces provenant de l'assujettis- 
sement à demeurer sur une surface ou sur une courbe, 
pniscpi’on a vu, dans le chaiiitre IV du livre precedent, cpi’il 
n'en résulte aucune nouvelle incouiiue distincte. 

Ku résumé, on voit qu’on (?sl toujours eu possession d’un 
nombre d'équations sullisant pour trouver les coordonnées 
de tous les points en fonction des forces extérieures, ou 
r(•cipro(plemeut pour trouver celles-ci en foiictiou du mou- 
vement connu des points. 

Les mi'mes calculs d’élimination qui nous ont permis de 
ramener le nombre des inconnues à celui des (‘quations fon- 
damentales du mouvement nous fournissent eu uii'iue temps 
le moyeu, une fois b* probliune r(‘solu, c’est-à-dire une fois 
les coordonnées et les forces exU-rieiires eounues, de déter- 
miner les valeurs T, des forces de tension d(“s liens. 

11 siiflira évidemment d(* substituer à P et à x, y, z leurs 
valeui's eu fonction du temps dans les (‘quations primi- 
tives 

Telle est la méthode l.i plus "(“iiérale de r('‘soudic tln-ori- 
(pienieut d'une manière (‘omplète les problèmes d(‘ mouve- 
ment relatifs aux systèmes gé()métri(pu‘S. 
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Coiixpi] Il et! ce» yen craie» . 

Siiiv:inl rc qui a ♦•té amionc(- à la fui du ii” 1 28, nous allons 
oxaniiucr lus diverses eonséquenees eouuuunes ou spi’riales 
aux deux natures de systèmes. 


TIIÊonKMES SLK I.A qL’.ANTITÉ TOT.M.E I>Ii MOIVK'IEXT. 


1.10. — Considérons un certain nombre de points maté- 
riels, eonstitiu'sen système dynamiiiue on gi'omélrique. Nous 
avons vu ipi’en représeiitanl par P l'ensemble des forces 
exlé-rieures qui sollieiteni le point m, et par l l’ensemble 
di's forces intérieures provenant, soit d'actions mutuelles 
entre les |ioiuts, soit de liens gé-ométriques, soit enfin de 
l'assujettissement à demeurer sur une courbe ou sui' une 
surface donnée, nous avons vu, dis-je, qu’on peut regarder 
le point m ♦•omme parfaitement libre et sollicité par l’en- 
semble des deux forces P et I. l..es équations (.^) de sou 
mouvement sont, en nous servant des notations piTcédeutes : 


(A) 


X H ■ L = m 
Y + .M = m 
Z -b N = m 


d'X 

~dr-' 

d‘u 

d^ 
dr- ' 


V 1 1 • 1 

ixous remplaçons par , eide meme pour les autres 

termes analogues, afin d’éviter de réécrire perpétuellement 

1 .• 1 ' 1 .. 

les r'ipiations relatives a la vitesse r=-r- , n = -,- , 

Dans nos raisonnements, nous nous servirons indilTi'reni- 

menl de.^ ou de suivant la commodité' du calcul. 
dt dt 
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l^lm• II- poiiil wi', oit a iiarcilli'iticiil les iViiialions : 

■ '■ 

(A" 

rty. 

'■ .n, 

et ainsi de suite, pour cliacuii des attires points dti système. 

Faisons tout d'altord titie rentar(|iie eapilale. 

Les quantités L, M, N, L’, .M' tpii y lii^iiretil repré- 

scittenl les sommes aifîébriqiies des eoniposaiiles , snivanl 

eliaipie ase, des forces iiitérienres t", i", ï” , relatives à 

chaque point. Or, dans renseittbic du système, ees forces 
intérieures, soit qu’elles proviennenl d'actions mutuelles, 
soit qu’elles résultent de liaisons géomé'triques, peuvent être 
groupées par couple de deux, égales et direelettieitl oppo- 
sées; par conséquent, leurs composantes suivant le même 
axe de coordonnées sont, deux à deux, égales et de sens 
contraires. I,es forces ducs à rassujettissemcnt à demeurer 
sur une courbe ou sur une surface donnée échappent seules à 
cette dualité. Pour chaque liaison de ce genre, il ne se 
développe qu’une seule force sur l’uiiiquc point qui y est 
soumis, et les forces provenant des divers assujettisse- 
ments ne sont pas susceptibles d’être groupées par deux; 
pour qu’il en fiil ainsi, il faudrait une circonslauce très- 
particulière, s;ivoir : cpie les surfaces ou les courbes eussent, 
deux à deux, leurs normales parallèles, et (pi’eii outre elles 
fussent également pressées par les points matériels qui les 
parcourent respectivement. Il reste donc établi que, dans 

l’ensemble des équations (.V), ci-dessus ; 1" chaque 

quantité due à une action ou à un lieu mutuel correspond à 
une autre quantité égale et de signe contraire, par rapport 
àu même axe de coordonnées ; 2” ipie tontes les quantités 




Y' -f- iU' = ni 
71 -H N' = ni 


de ’ 

,dV 
de ’ 

de ’ 
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duos :hi\ ussiiJeilissomoDts ninnqiiont nécessaircinent de 
réciproques. 

Cela posé, ajoutons eiisoinhle les premières équations de 
tous les groupes (A), (A ) Les termes Ij, L' dispa- 

raîtront dans le total, puis(|u’ils se composent de quantités 
égales deux à deux cl de sigm.'s eoniraires, si le système esi 
supposé libre. — S’il est assujetti, il demeurera un terme 
représentant la somme des composantes, suivant l’axe des x, 
de toutes les forces d’assujettissement. 

Restons dans l'Iiypollièse du système libre. L’équation to- 
tale sera donc, en continuant à di‘signi‘r par la notation 1 
la somme de toutes lesquaniités analogues : 


Faisons (l)Mnème pour les secondes (-(inalions, et aussi de 
même pour les troisièmes : on oliliendradenx antres relations 
de même forme; si bien que, linalemeni, on aura le groupi' 
des trois équations ci-dessons ; 


(?) 


:î\==.:im 


f/t- ’ 




d-i/ 
lit- ’ 




(It- 


On lii’e delà, par une intégralion simple : 

(I) ij Xf/f— (r,— (■„), ij Y (/i = liin («I — i/J , 

* ^,1 * 

il 7 ilr ~ 1 m fii'i — ir„) ; 

ce ipii nous montre que la somme des impulsions des coni- 
posantes îles forces suivant cliacun des trois axes est égale 
à la somme des variations des qiianliti's de mouvement de 
tous les points, projeti'*es sni' les mêmes axes. 

Ur, ou sait que la propriété qui a lien imnr cliacun des • 
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Iroifi axes, a aussi pour une droile r|uoleuuc|ue; en sorte 
que la relatiuu ci-dessus s’énonce de la niaiiiëre la plus gé- 
nérale en disant ; 

One suivant une direction qiielcon(|ue, la variation de la 
qiianlité totale de inonveincnt est égale à riinpnlsion totale 
des forces, quel que soit rintervalle de temps considéré. 

Ainsi, la quantité totale de inonvement (|n'nn système 
libre, dynamiqueou gé'ométriqne, peut ac(|uérir suivant une 
direction quelconque, sous l'action des forces qui le sollici- 
tent, est tout à fait indé|iendnnle des coordonnées <les points 
d'application de ces forces, aussi bien (|iie «les masses des 
points matériels sur lesquels elles agissent directeiiumt. 
Klle ne dépend pas non plus des liaisons de ce système, et 
i‘st exactement la même que si les points «‘Uilcnt isoli-s les 
uns des antres, sans aucune solidarité «‘litre «‘iix. Un voit 
aussi que les forces qui doiinent, suivant lu «lirection consi- 
déri'e, d«‘s composantes égales et de sign«>s contraires sont 
absolument sans innuence sur la quantité de mouvement du 
système. 

Si toutes les forces extérieures sont égales deux à deux et 
de sens opposés, ou s’il n’y a que des forces intérieures, 
les tiTines 2! X, ^ Y, ü Z sont séparément nuis, et les rela- 
tions (1) deviennent ; 

(2) X me = ronslaiite, Xm«=conslantc, Xmii'= constante. 

Dans ce cas, la (|uantité totale de mouvement suivant cha- 
cun des trois axes, ou plus généralement, suivant une di- 
rection quelconque, ne varie ptis avec le temps. — Cette 
propriété est connue sous le nom de principe de la eonter- 
ration de la quantité' totale de mouvement. 

Ainsi, tout système libre, quelles que soient d’ailleurs les 
actions intérieures ou les liens géométriques qui existent 
entre les points, conserve la même quantité de mouvement, 
suivant une direction quelconque, tant qn’aucnne force 
I. 18 
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cxiéi'ieiirc iu> vii-iil agir sur lui. Chaque poiiH Diatériel Hi- 
di\iiliiellemeiit ne gai de pas la même vitesse: mais à me- 
sure que eelle de; l’iin d’eux varie (l.msun eertain sens, celle 
<h> c|uel(|ue autre varie eu Si'us euntraire, en proportion in- 
verse des musses, de telle sorte (|u'il y ail loujoui's une com- 
pensation parfaite, et que la somme algébrique totale de- 
meure la même. Ces variations individuelles, eonsiammeut 
eompeiisalriees, s'elTectuenl par rintei'mé'diaire des forces de 
liaisons, qui agissent comme Ibi'ces aecélé’ralriees sur cer- 
taines parties du système et comme forces retardatrices sur 
d’aulres. Si les liaisons du système viennent à être modi- 
li(‘<-s d’une manière ((uelconque, la quantité- totale de mon- 
venienl n’en sera pas allé-rée, parce que les a<-tions inlé- 
i-ieiires correspondant à ces eliangemeiils de liaisons .seront 
toujours égales deux -à deux et contraires. D'après cela, le 
système étant, par exemple, rendu loin :i (xnip invariable de 
forims an moyen de liaisons convenables, celle quantité de 
mouvement sera encore la même dans le nouveau corps so- 
lide et dans ranciiMi système, ün peut dire aussi que des 
forces, capables de ramener le système au repos au bout 
d’un temps déterminé, fourniront toujours la même somme 
de composantes suivani une direction quelconque, quelle 
ijue soit l'i'-poque du mouvement et l’état du système. 

132. — Cela nous moiilre fpie, dans tous les phénomènes 
mé'caiiiqiies qui .se produisent au moyen de forces mutuelles, 
lu quantité totale de mouvement n’est point altérée; de façon 
que si elle était nulle à l’origine elle reste nulle parla suite, 
ti'esi ainsi, ]iar exemple, que, dans le phénomène du boulet 
lancé hors du ennon, ou peut être assuré <pi si le canon u 
toute facilité pour ton roen/, la (|uaulité totale de mouve- 
ment de ce canon et de son boulet demeure exactement 
nulle. Oit que l’iin marche en arrière comme raiitre en uvuni, 
en raison inverse des tuasses respe<-iives, parce que le pln*- 
iiomène est du aux actions mutuelles développées par la 
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combustion de In poudre, lesquelles sont, eu vertu de In loi 
d<* réaction, éitnles et opposées. Hans l’ensemble des niou- 
yements planétaires, toutes les forces se réduisent à des ac- 
tions reeiproqiies entre les astres et le soleil et entre les 
astres eux-mènies. La (juantiu'; totale de inouveineut demeure 
donc invariable, parce (|ii’il n’y a d’ailleurs aucun point in- 
dividuellement assujetti à parcourir qnel(|ue courbe ou 
quelque surface lixe. Mais allons plus loin encore, et disons- 
nous que, dans cette partie de l’univers qu’il nous est donné 
de connaître, il ii’y a en réalité qu’un vaste système dyna- 
mique, non-seulement , comme nous l’énoncions tout à 
rhenre, au point de vue des actions générales qui s’exercent 
d’asire à astre, mais aussi pour les objets les plus miniincs 
qui nous entourent. Chaque corps, cbaqiie atome n’est 
qu’un d(dail de ce tout immense constitué en système dyna- 
mique. Il n’y a pas d’action isolée ; ciiacune a sou contre- 
poids inévitable dans la nature. Les objets que nous faisons 
mouvoir à l’aide de supports qui nous seinbleut fixes cor- 
respondent à des quantités de mouvement égales et con- 
traires (|ui s’absorbent dans ces supports, et qui souvent 
écliappent à notic observation, suit à cause de leur grande 
masse relative, soit parce que leur lixitc apparente établit 
leur solidarité dynamique avec une portion du globe où la 
vitesse communiquée en raison invei-se des masses est né- 
cessairement inappréciable. .’Mais toujours, quoi tpie nous 
fassions, quoi ipi'il ai'rive, soit dans l’étendue des espaces 
planétaires, soit dans le domaine de notre action directe, ce 
n’est, après tout, (pi’un nombre pins ou moins grand de 
points matériels, constitués en système dynamique, qui se 
meuvent eu vertu d’actions inlerirureii , et jamais de forces 
extérieures. De soilc que la cons(*rvation de la quantité 
totale de mouvement, suivant toute direction, s’y réalise 
avec la plus rigoureuse exactitude, , •' 
C’est là ceriaineuK ot un spectacle bien fait pour frapper 
18 . 
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l'iilDMition d'un ospril pliilusuphiquc, que cel uiiivei&, où le 
luouveiiiciit, comme la maliéie, ne se perd Jamais; où, 
comme elle, il se iraiislurme iiicessammeiil, disparaissuiil 
d'nn côté pour reparaiire de l'aiilre, et dont le (utal deineui'e 
invariable. 

i\ous croyons inutile d’ajonler que les propriétés que 
lions venons de démonlrer ne sont que l’expression, sous 
une anire forine, de la loi rondamenlule de ri‘aclion. On 
s’aperçoit, en elTel, que nos é(|uations le bornent à écrire 
algébriquement que, dans lu nature, toutes les forces sont 
deux à deux égales et directement opposé-es. 


THÉORÈMES SCR I.K CENTRE DE CRAVITÉ. 


1.13. — Reprenons le groupe d'équations (jr) du ii" 1.30 ; 

<Pz 


(y) = lZ = lr, 


lip' 


Considérons le centre de gravité d’un système quelcon- 
que, centre qui , ainsi (|ue nous l’avons dit , varie à chaque 
instant de position, suivant le mouvement des points maté- 
riels. Les coordonntN's :, r, Ç, de ce centre peipéiuellement 
mobile sont constamment déterminées par la condition ; 

• H ini = ^ nix , y; i m = i niy , ^ i m = un ; 

ou, en appelant abréviativement .M la masse totale üm du 
système , 

(b) ))^ — luix, = 

Si l’on diffe’-rencie deux fois cliacnne de ces trois l■qlla- 
tions, on en tire : 


(J) 


V. V 


tVy 

•'* dp ~ dp ’ 


pl% 

dp 


(Ce 
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PiirsiiiU', les (M|ti;iiioils di’vinmciil : 


( 2 ) 


I\ = M 


,n 

dt^ 




(l^r, 

<7(* 




M 


W-- 


Or, si l'un prend nn puinl nnilériel nni(|ne, diinl la masse 
suit égale à .M, c'est-à-dire (|iii néwssiUr, pour se inunvuir, 
là niènie ruree (pie lu masse ,'M, et si l'un appliipie à ce puinl 
une furce nni(pie , dunt les eunipusanles snivunt les truis 
axes aient res|>eetivcment pour valeurs numériques ^X, 
X Y, - Z, ce point matériel recevra un mouvement qui sera 
justement représenté par les équations (2) ci-dessus. De là 
on d('‘dnil la eonsi'-quence suivante ; 

Dans tout système de points niati'riels, nuis eiitn? eux 
d'nne manière quclcominc, on même absolument indépen- 
dants les uns des antres, le centre de gravité se ment comme 
ntl point matériel unique, dont la masse serait égaie à lu 
masse totale du système, et qui serait sollicité par une force 
dont les composantes, suivant les trois axes, scraitmt res- 
pectivement égales aux sumnies algébriques des cunipo- 
suntos de toutes les forces extérieures du système. 

On énonce aussi cette proposition en disant : 

Que le centre de gravité se ment cotnme si tontes les 
masses y étaient condensées en nn point unique, et toutes les 
forces extérieures transportées purallèleinent à elles-mêmes. 

Il ne faut pas perdre de vue qitc cette vérité est snboi- 
donnée à l'exactitude des étiuations (ÿ), lesquelles, comme 
on sait, ne subsistent (pi'autant cpie le système est entière- 
ment libre, ou qu'aucun point matériel n'est assujetti à se 
mouvoir sur une courbe ou une surface donnée : car , dans 
le cas contraire, la force d'assujettissement ne disparaît pas 

en ajoutant les équations (A), (.V), et elle subsiste dans 

les écpialions (jr). 

■Mais, dans riiypothèsc de la liberté* complète du système, 
oii voit «pie toutes les forces intérieures sont absolument 
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!>;iiis iiiriiicDce biii' li‘ inoiiveiiK'iil du cciili'c de gravilé. Ce 
imiuveinenl est iiidi'-peiidaiil aussi des points d'applienlioii 
des forces extérieures. Il ne d<-peud tpie de la valeur des 
sommes algébriipics des composantes , en sorte (pie les 
forces peuvent (‘‘tre distribuées d'une manière quelconque 
sur les divers points du système, (piiltcr certains d’entre 
eux pour ('tre reporti'cs sur d’antres, diminuer on augmen- 
t(‘r individuellement ; imurvn que les sommes alg('“briqiies 
totales restent les im'mes, le mouvement ne sera aucunement 
moditi('-. 

13/1. — Ola nous montre (|ue Vafixfrarlioti du point ma- 
teriel unique, introduite au comnicneement de ce cours, est 
susceptible d’étia' r('•alis('■e au point de rue mécanique. 
.le veux dire par là (pie, dans chacun des corps que nous 
voulons étudier, il y a toujours un point malliématiqiic qui 
se ment d'après les lois abstraiti's du point niat('-riel unique, 
sans que la forme ou les dimensions du corps puissent 
influer sur son mouvement. C'est là ce (pu; nous entendions, 
lorsipu', dans les premiers numéros de cet ouvrage, nous 
parlions du mouvement rnrixuqé en bloc, et sans tenir 
compte des inonvimK'nts individuels di's diversi^s particules. 
.\ons sommes impuissants à nàiliser directement un point 
mati'riel de dimeiisions ii(‘gligeables sur leiiiud nous las- 
sions agir une force ; car une parcelle de matière, si ténue 
ipi'on la choisisse, est encore un corps lini , auquel les 
lois abstraites ne sont pas rigoureusement applicables; 
mais ces lois, di'pinirviies d’une portt'e concrète imim'-diate, 
en ont une iiidirectement, dans chaque corps, jioiir le point 
g(‘(im('*triqiie dont nous parlons : en sorte (pi'il va un grand 
inti'irt à ('■difier d'abord cette tlu'orie comme si nous devions 
l’adapterà des objets f(“els, puisqu’elle convient exactemenl, 
dans tous les cas, à nu certain point spi'cial de tons les 
corps possibles, solides, liipiides, gazeux, et doiu'-s en gem-- 
ral d'iine constiliilion (pii'leompie. t '.es mêmes considérations 
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meltenl en liimièi'e le degré de rigueur (lu’oii doit atteindre 
en traitant un eorps dunné euinme un vrai point matériel. Il 
ne sullirail pas, en etVet, de savoir, u /iriori, (pie ee corps est 
/»/«* 014 moin* petit, pour eu coiidiire l'appruxiiuution pro- 
venant de cette fausse assimilation : car nous ne saurions 
alors Mous rendre compte de l’erreur dont siu'ont enlaclu'es 
les coiiséipiences. llien n'einpi'clierait de concevoir cpie le 
fait de dimensions (inies, si petites, d'ailleurs, (pi’on se plai- 
rait à les imaginer, change radicalenn;nt les résultats qui 
conviennent excinsiveinent à une pure ahstraction. An con- 
traire, après avoir déinontri- que, dans tout eorps, il y a tou- 
jours un point cpii satisfait absolument à l'assimilation, on en 
|»eut conclnre avec certitude le degré d’approxiination ap- 
porti* par des dimensions qneleoinpies. Les trajectoires des 
diveises particules ne dilléreront plus i‘viileminenl les nues 
des aiitiX's que d’après rétendne de ces dimensions elles- 
mêmes : en sorte qu’on voit tout de suite que, pour une par- 
tie malérielie sullisainment petite, l’errenr conunise devient 
verilableiiient négligeable, ün peut dire aussi ipie tout corps, 
aussi grand ipi’un voudra, pourra toujours ser\ir de />o/n/ 
maUriel, pourvu ipi’on considère seulement dans ce corps 
le inouveuient de son centre de gravité : peu importera, 
d'ailleurs, les endroits précis oit seront directement appli- 
quées tontes les f(»rces tpii le sollicitent. 

135. — Les éipiations (2) ci-dessns font \oir egalement 
(pie, dans tout système on colleetion de points, pour le(piel 
les forces extérieures sont niiiles ou donnent, suivant les 
axes, des eumposantes égales et de signes contraires, le 
mouvement du centre de gravité est rectiligne et nniforme. 
('.'est ce qu'on nomme le priucipe de In evnKer4-ation du 
rentre de;/ratite\ Kn elfct, par suite de l'hypolluîse 2iX— o, 
XY = o, 2,Z=o, les équations (2) fournissent ; 

• d" dr, dC 

.M -r- = const. , M -X = coiist. , V| = con.st. ; 
dt dl dt 
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ix r|ui lions a|>|iroiid d'abord que la vitesse de ce ceiilre est 
coiisUiiUi*. En outre, on déduit par une nouvelle iiilégralioa : 

(.1) Ç = ff -H r, . r, — c'i J- r’, . c"i ^ c ", , 

c, c,, c , .... éuiiu six constantes. Ur ces relations sont évi- 
demment les équations d'une droite. 

Ce résultat donne lieu à des réllexions de même ordre 
que celles que nous avons déjà faites à l'occasion de la 
quantité totale de mouvement. Puisque, 'dans la natuix, 
il u'y a ni point, ni courbe, ni surfaci^ réellement lise, et 
que tout, en définitivis s\ résout en forces intérieures égaies 
et opposées deux à deux, s’exei'çnut sur tontes les luuiéciiles 
de notre monde |iiaiiétaire, dont l'ensinnble constitue un 
seul et vaste système dynaniiipie, le centre de gravité géné- 
ral jouit d'un inouveineiit déterminé par les équations (3). 
11 est immobile ou se meut uniformément en ligue droite, 
sans qu'ancune action locale, se développant sur un point 
ou sur un autre, puisse jamais l'cn faire dévier. Nous iguu- 
rons si les mêmes luis fundameiiiales qui régissent le sys- 
tème planétaire gouvernent aussi le reste de l'univers. 
Mais ce qu'un peut uirirmer, c'est que, dans le cas où notre 
système serait complètement indépendant des autres parties 
de la création, sou centre de gravité, qui se confond sensi- 
blement avec le soleil, serait immobile ou se mouvrait uiii- 
furiuémcnt eu ligne droite ; et dans le cas, au contraire, où 
la lui des actions ixM;ipruqiies se vérifierait entre toutes les 
parties du monde, le mouvement solaire ne serait plus uni- 
forme, mais ce résultat conviendrait alors au centre de gra- 
vité univei'scl. Les observations astronomiques ayant cons- 
taté, depuis une soixantaine d'années, que le soleil, avec 
tout son cortège, est emporté dans l'espace suivant une 
trajectoire et une vitesse encore inconnues, il est |H'rmis de 
penser que le moiiveinenl de notre centre de gi'aviié tient 
à ce que nous faisons partie d'un système dynamique bcau- 
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coup pins géucrjl, coniprcuuiil rciiscmblo du monde, cl 
duiil lu ceiUi'c du gravilé csi sans duuto immobile. Si plus 
lard l'astroimniic parviciii à recuiiuailre (juc la iraiislalkni 
du soleil nVsl pas uiiifonne, oii pourra en conclure sûre - 
uienl qu'il n'y a pas indépendance cuire nous cl bts uulres 
astres ; et alors, 1a dépendance se trouvant ainsi démontrée, 
il y aura nue foiie prubahililé pour que la loi de réaction 
soit pleinement observée. Mais ce ne sera jamais mie certi- 
tude complète , car la dé'pendancc pourrait être réalisée 
suivant tout antre mode que la parfaite réciprocité d'action. 
Kien n'cmpécherait, par exemple, que nous fussions portés 
vers les autres asli'cs, sans qu’ils fussent eux-mêmes portés 
vers nous, ou que l'um; dos deux actions fût un certain mul- 
tiple de l'antre. 

Si nous envisageons un ordre de pliénomènes moins vastes, 
nous pouvons faire également quelques réflexions intéres- 
santes. La loi de réaction préside à tous nos efforts mécani- 
ques. A’ous ne pouvons susciter, soit par le jeu de nos pro- 
pres organes, soit par les agents qui nous obéissent, aucune 
force sur un corps, sans développer eu même temps une au- 
tre force égale et conli'aire s’exerçant fatalement sur quelque 
autre corps. Nous sommes condamnés à ne jamais déplacer 
lu centre de gravité de rensemble des objets matériels entre 
lestpiels se produisent nos actions motrices. Aussi, dès que 
nous voulons mouvoir un corps quelconque, il est indispen- 
sable (|iie nous en ayons un autre sur lequel s’appuie l’éf- 
forl contraire, et qui reçoive en quelque sorte le contre-coup 
du résultat que nous clicrchons. En un mot, cbacun de nos 
effets utiles correspond inévitablement à un effet inutile qui 
doit s'absorbe!' dans la masse des objets environants. Il y a 
un double intérêt à ce que ces corps étrangers, qui, malgré' 
nous, s’associent à tous nos pliénomènes mécaniques, aient* 
une masse aussi grande que possible, ('ar les mouvements 
coatniires.qu’iU recevront seront alors fort petits, ce qui les 
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Iuiss<*r;i mieux à iiolro disposition ; il sera iiièiiu- d<’sifablp 
à CO point do vue que ces corps ne bougent pus d’une m:i- 
nien; :ippir<'i:ible, ufiii de donner :i nos oprM'ali’ius dans 
«chaque lieu une base constante, qui souvent leur est absolu- 
ment nécessaire. De là ces tiipporls ou pointu d'appui, (\m 
ne sont pas en réalité des objets fixe*, — car il ne peut y 
en avoir dans la nature, — mais ipii ont pour but, en nous 
reliant autant (|ue possible avec le glolie lui-méme, d’ab- 
sorber les réactions dans une masse* assez grande pour que 
le mouvement en devienne insensible ; de sorte r|ue les eoi*ps 
qu’on se propose efrectivement de mouvoir se meuvent seuls 
en apparence. Un autre motif, (|ui conduit également à ado|>- 
ter di; telles ilisposilions, est liré de celte circonstance que 
toutes les forces dont nous nous servons ne peuvent généra- 
lement agir que le long d’un espace limit(é .\iusi la |)Oiidre 
qui ment le boulet, on la vapeur qui meut le piston, n’agis- 
senl que suivant la longueur du canon ou du cylindre. Il 
faut donc tâcher que le mobile |>rolite de* toute celte lon- 
gueur. Je m’explique ; supposons cpie le canon soit aussi 
léger et aussi libre que le boulet, il en résultei a que le recul 
sera é*gal à la projection, et que, par consérquent, le boulet se 
trouvera hors du canon lorsqu’il aura parcouru un espace 
absolu égal seulement à la moitié de la longueur de ce der- 
nier. Au contraire, si le canon ne rende pas <a*nsihlement, 
le boulet ne s’en échapptrra qu’apivs en avoir suivi la lon- 
gueur entière. Il aura donc prollté de la force deux fois au- 
tant que dans la première hypothèse, (’.elto considération 
vient ainsi se joindre à la pn’*e('*deiue pour faii*e établir, dans 
tontes nos opérations mécaniques, iin certain nondire de 
point* d’appui, qui reçoivent le nom de points fixes quand 
leur mouveinenl est inappri'ciable. On les retrouve dans tous 
nos phénomènes, depuis les plus simples jusqu’aux plus 
complexes. Dans l’acte de la marcluî, par exemple, les êtres 
animés, qui, abstraction faite des objets environnants, cons- 
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tilueiU untuiilde syst<-in(;s (Jyiiuniiqucs, iiiipiii^suiils ii ilopla- 
cfi’ Iciii' ci’iilre il(‘ gi'avili', ne pniu-iii se iraiisporler clans 
Mil sens (picl(;oii(|iie que s'ils Iniiiveiit iin point d'apinii cpii 
fournit la l•('■a(■tion en sens contraire. Placi'S sur U? sol, ils 
peuvent s’élever on s'abaisser, parce ipie la résistance du 
plan fixe développe nécessaireineiit une r^'•action verticale. 
S’ils peuvent aussi avancer on reculer liori/.onlaleinent, c’est 
que le sol est susceptible de fournir une reaction horizon- 
tale : cette r('‘aclioti a lien en ell'et, et cdle est due an fruf/e- 
menl que les as|iérités du plan font naître sous les pieds 
du moteur. Sur iin sol sans frotteineni, parfaiteinent poli, 
la niarclie serait impossible. On sait combien elle devient 
déjà dilTicile sur la j’Iace ou un plamdier ciré. Ce sont des 
faits de même ordre qui se produisent dans le transport d’un 
convoi de choniin de fer. L’ensemble des rails et des véiii- 
cules constitue une machine dont les rails sont le (loint d’ap- 
pui. La réaction "ràce à latiiielle le convoi peut progresser, 
se développe à chaque instant an contact des roues de la loco- 
motive et des rails. La résistance au glissement est suflisante 
pour que le point de contact actuel îles roues soit momentané- 
ment fixe et eomme lié aux rails. Ce perpétuel appui joue le 
rôle du frottement sous les pieds de l’étre animé en mairhe. 

Ces réflexions sur le centre de gravité sont évidemméitt 
la seule manière géné'rale d’envisager les phénomènes mé- 
caiiiques de runivers et de rendre compte de certaines con- 
ditions fondamentales qui président à leur accomplisse- 
ment. 


THÉIORKMES UKS AIRES. 

136. — lleprenons encore les équations (.V), (.\')... pour 
en déduire de nouvelles conséquences, communes aux deux 
sortes de systèmes. 

Formons, nu moyen des trois équations (A ), les relationscon- 
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cri'iKiiil les iiKiMiiMils cl les aires, (|iie nous avons déjiu'-lablii's 
pour un seul point iiialériel an n" 8'J, ctqni sont les suivantes ; 




d'z \ 

À 


Les premiers uiemlires y représentent, comme on sait, le 
nionienl de la projeeiion de la force motrice totale sur 
eliacun des trois plans coordomiés, et les seconds membres 
désignent le produit de la niasse par la projection sur les 
mêmes plans de l'aire que décrit le rayon vecteur mené de 
l’origine nu mobile. 

Dans le cas qui nous occupe, la force, motrice totale de 
cliaipic point est distinguée en force extérieure, désignée par 
X,Y, Z, et en force intérieure ou de liaison, désignée par 
L, M, X. l’our donner aux relations ci-dessiis la forme qui 
convient aux notations actuelkis, il faut y remplacer la 
force totale unique par la double force extérieure et inté- 
rieure. Par suite, les équations des moments, relatives au 
point m du système, deviendront : 

la; - \y + My — = m j; _ _ yj , 

, , .. , „ /V/’a; d-z \ 

(«) .\2 - Za: -t- Lz — N.r = wi — ^xj, 

„ .. f(Pz (Py \ 

Zy — \z + Sy— Mî = m y — zj. 


Les pn'mieis; membres y meltent ainsi en évidence le 
double moment de la force exti'-rienre et de la force inté- 
rieure, [irojetées sur chacun des plans coordonnés. 
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I-llublissons les reluliuns aiiulugues puiirdiiK'uii des autres 
points du système. 

Cela posé, ajoutons ensemble les premières è(|uatioiis de 
tous ees jçidiipes (a), (fl').... Le premier membre de 1 equa- 
lion résiillaiile re|irèscnlera : 1° la somme des moments de 
tonies les forées extérieures projetées sur le plan des a*i/; 
3" la somme des moments di> toutes les forces intérieures 
projelé-es de même. Or, je dis que cetle dernière somme est 
nulle. En elT«‘t, les forces iiilérienres, piovenani sc-paiément 
de chaque liaison dynamique ou géométrique, sont deux à 
deux égales et de directions opposées. Donc elles se projet- 
teront deux à deux suivant une même ligne di oite et avec des 
signes contraires. Par suite, la somme algébrique des dt'iix 
moments correspondants sera égale à zéio. Donc enfin la 
somme de tous les moments relatifs à l'universalité des forces 
intérieures du système se trouvera idenliqueinent nulle. 

En conséqueiicg , l’équation finale dont nous parlons, 
comme aussi les deux autres équations provenant de l'addi- 
tion des deuxièmes et des troisièmes équations de tons les 
groupes (a), («')... deviendront ; 


{<■) 


:> (Y.r - \>j) = Im X - 

V(Zy_ = 


dl 

(Pi 


h). 

'S')’ 


(fp 


ce ipii nous montre qnc lonK's les conséquences relatives 
au point matériel unique sont textmdlement applicables à 
un système quelconque parfaitement libre, pourvu que, ilans 
tons les (‘iioncé's, le momeni, l'uire, et en général, la qaan- 
titè qui y figure, soient remplacés par la nomme den mo- 
mraln, den uiren et en général la nomme den quanlile'n 
aaalogiien concernant les divers points matériels. 
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137. — Nous allons rornutler les eoiiséqtiences |M'iiici- 
palcs. 

Kii premier lieu, nous reniarqiierons que les forces iulé- 
ri<“ures n'iiifluent nullemeiil sur la soniiiie des projections 
des aires décrites. Cette somme est exactement la même que 
si tous les points étaient iudéiieiidanls les uns des autres. 
Ainsi la somme des moments de toutes les forces extéi ieures 
projetées sur chacun des trois plans eooi'donnés, ou, ce qui 
l'ovicnt au même, projetées sur un plan quelconque, est 
éjtale à la somme des aires décrites, projet(-cs sui- le même 
plan, respectivement multipliées par les niasses des mobiles. 

Une première inU'graiion des équations (A; montre éga- 
lement (|ue l'impulsion de la somme des moments de toutes 
les forces extérieures est égale , dans le mouvement projeté 
sur un plan quelconque, à la variation de la somme des mo- 
ments de toutes les quantités de mouvemeiil. 

Si les forces extérieures sont deux à deux égales et de sens 
opposi's, ou s'il u'y a pas de fon es extérieures, les premiers 
membres des équations (A) sont nuis, et, par suite, en dési- 
gnant par c//., fTt!, </*/." les aires éh'mientaires décrites par le 
point m , suivant cliacuii des plans coordonnés, les rela- 
tions (A) devieimcul 


(l) 




ilX‘2W) 

= o; lin Im 


d( 


df‘ 


: O. 


On en déduit par une double intégration : 

(2) ; .Vt , !^nù.' ; A't , Ivû."— ; A'V. 

-Nous lie faisons ligurer (|u'une seule constante dans cha- 
que é-(|uaiion, parce ipie nous supposons que les aires sont 
cüinpti'-es à partir de l’origine du temps. S’il en était autri'- 
meiit, et si les aires étaient (‘valuées depuis un moment quel- 
conque, il faudrait ajouter une deuxième constante dont la 
valeur serait égale, pourchaipie plan coordoiiiié', à la somme 
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des masses respectivi'mcnl miiltipliéos par les projecüoiis 
des aires eoniprises entre les rayons veelenrs initiaux et 
ceux depuis lesquels les aires décrites sont eoinpté'es. 

Ainsi, pour un système dynanii(|ue on géuiiiétri(]iii‘, dont 
les forces extérieures sont nulles ou égales deux à deux et 
opposées, la somme des proje(!tions des aires sur un plau 
quelconque, respectivement multipliées par les masses des 
points matériels, augmente uniformément ou d’une manière 
proportionnelle au temps. C’<‘st ce qu’on nomme le principe 
de ia con ferra lion det airef, on, plus judicieusement, le 
principe de la proportionnalité dcf aires. 

Cette conséquence est susceptible d’être présentée sous 
une autre forme, en cherchant une signification différente 
aux seconds membres des relations i^k). Dans le cas de 
forces extérieures nulles, on tm dé-duit immiidialemeni, d’a- 
près les cüusidé-rations développées au n ' !)1 : 


.. /(/// dx \ 



jdx 

dz 1 

l-A' 

U-' 

T- .r 

d( 1 
/ 

Im 

(1» 

_\ 
di y 

= A", 


Au lieu de faire res.sorlir, comme tout à l’heure, que la quan- 
tité entre parenthèses, des premiers membres, leprésente 
le double de la projection de faire déci ite, remarquons qu’elle 
peut se mettre sous la forme i/.i — ry, r:~- icx, iry — nz, 
et qn’elle désigne alors, pour chacun des trois plans coor- 
donnés, le moment de la projection ih* la vitessi' du mobile 
considéré. Il en résulte que, suivant chaque plan coordonné, 
ou en général suivant un plan quelconque, l.a somme des 
moments des quantités de mouvement de tous les points 
matériels ue varie pas avec le temps. C’est là qu’on 
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noinino la conxerration du moment de la quantité totale 
de mourement. 

On peut donner à ee principe une iiilerprélution plus 
concrète peut-être, en inin^inunt des forces inxtantanées, 

— c’est-à-dire des forces assez grandes pour priMluire une 
vitesse finie dans une diiri'-e négligeable, — telles que, si on 
les appliquait soudainement à tous les points matériels du 
système, elles les ramèneraient au repos. Soit E, F, G les 
coinposanlcs di; la force totale qui sollicite le point m pen- 
dant l'action du groupe de forci's instantanées appliqué 
au système. Cette force E, F, G provient à la fois de la force 
instantanée directement appliquée à ce point ;n, et aussi 
des forces de liaisons qui se développent spontanément en ce 
même point par suite de la présence de toutes les antres 
forces instantanées sur les dilTérents points du système. 
Soit T la durée très-courte au bout de laquelle tous les points 
sont ramenés au repos : on aura, pour le plan des jry : 

ni [i(x — ey) =r / {V'x — Ey)f/f — x/ Vdt — i/j Edi; 

du du du 

« 

— X ol y peuvent être mis hors du signe j parce que , pen- 

dant cette durée très-courte , la position du point m ne 
change pas sensiblement. — Désignons par E,, F,, G,, une 
valeur moyenne de cotte force E, F, G, telle (|uc 

E, T V,-:r=rvdt, G,T=pGe//: 

^0 

il en résulte que l’équation ci-dessus |>eut être mise sous la 
forme 

m ( ux — t’y) = T (F, x — E, y). 

Donc, si l’on suppose que la somme des moments des 
quantités de mouvement est constante, on en conclura aussi: 

Ti (F, X — E,v) roijsl. ; ou bien ^ (F,x — E,y) = con.st. 
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Or, l:i qiiîiiilitr fnire pan-nlliôsos n'pn^sontp lo nioinoiit de 
lu fiiice K, F,(i, projeléc sur lo plan dos ry. De plus, il faut 
romnrqiior qu'eu pITociuaut la somme ou fait disparaitn; tout 
ee qui est dù aux aoiioiis iiistautanéos intérieures : ear elles 
sont iM'CossairomenC , doux à doux , égales et contraires , 
quelle que soit d’aillotirs leur intensité-, en sorte que, dans 
réquation (inale ci-dessus, E, F, G ne représentent plus que 
les composantes de la force instantanée exté-rionre. Celle re- 
lation, ainsi que les deux antres qu'on établirait pareilli*- 
ment, signilient donc que, suivant clia(|ue plan coordonné 
ou en gt'-néral suivant un plan quelcoiniue, la somnn- des 
monienis du groupe de forces instantanées capable de ra- 
mener le système au repos possède la même valeur, <iuelle 
(pie soit ^(■•poque du mouvement où on le fasse intervenir, 
et par suite quelles que soient l(*s vilt'sses individnelles des 
divers points maléri(‘ls. 

On peut encore pirsenier d'antres const'-quences, en re- 
prenant notre remarque de tout à l’heure, savoir que les 
actions intérieures qu’on peut susciter soudainement enliv 
les points matériels sont toujours égales deux à deux et op- 
post'-es. Il suit de là que si, par des moyens (pielconipies, 
l’état des liaisons \ient à être modilié, soit par suppression 
de certaiiu'S d’entre ell(»s, soit par addition de (pielques an- 
tres nom elles, la consi-rvaliou du inoinenl de la (pianlili' 
totale de mouvement ne sera pas alléri'-e, non plus (pie la 
conservation dn moineni du groupe de forces iiistanianéi-s 
capable de ramener le système au repos. Si l’on coimoit par 
exemple ipie le sysiéuic soit tout à coup rendu invariable 
de forme, au moyen de liaisons nouvelles convenables, le 
corps solide (pi’oii obtiendra ainsi sera 1-011101^011 repos par 
un groupe inslanlain- dont le nioineul sera le im’-uic (pie pn‘- 
cédemmeiil. 

1 38. — En résumé, nous voyous (pie les moments des qnaii- 
lil(*s (le monvi-nieni et des forces sont l’objet de di'diielions 
I. 19 
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puriiUèles ù ('files (|iii oui déjà été élahlies à lu fin du n" 151 . 
tiilre les deux siu-ies d’idées il y a eoueordanee parl’aite. 
Ainsi nous avons à l eniarqiu r, eonmie au n ‘ 132, <|ue, l’uni* 
vei's cüustiUiaut un sysU'aiie dynamique, à actions récipro- 
ques, la proportionualilé de la somnii' des projections des 
aires, respectiveineul multipliées par les masses de tous les 
points matériels, s’y vi'i'ilie ii('i‘,essairemeiit. Kii négligeant 
les iutiuimeiit petits de cet univers, et en envisageant en 
outre chaque astre de notre système solaire comme un point 
matériel unique, on peut dire que la somme des projections, 
siii' un plan (|uelconque, des aires décrites par le soleil, les 
planeti's et leurs satellites, respeetiveimuit multiplié(‘s par 
lésinasses de ces astres, augmente unirormément avec le 
temps. Un voit aussi que la somme dt'S moments des quan- 
tités de iiiouvemenl de tous ces astres demeure constante à 
toute époque, iiii’elle ne serait pas altérée si le système du 
monde (itait tout à coup sulidilié, et qu'entiii le moment du 
groupe de forces iiistaiitanécs capable de le n'diiire au 
repos ne change jamais avec la position et la vitesse des 
divers('s parties. 

Les plus simples phéiiomèiies qui s’accomplissent autour 
de nous montrent de iierpétuelles applications des tlu*orè- 
mes précédents, et notamment du principe de la eonserva- 
tiüii des aire.s. Les remai ipies relatives au mouvement d(‘s 
êtres animé'S sont preseutiîcs avec beaucoup de netteté dans 
\-,\ Mécanique ralioHiielle de M. Delaunay. Craignant de 
lesalTaiblir en y retouchant, nous nous bornons à les repro- 
duire ici textuellement : 

<1 Si nous supposons, dit ce géomètre, ipi’un être animé 
« soit isolé au milieu de l'espace, (|u’aiicuiie force extérieure 
« ne lui soit appliipiée, et (pi'il soit primitivement immobile, 
« non-seulement cet être animé ne pourra pas déplacer son 
« centre de graviti’, mais encore il ne lui sera pas possible 
t< de se douuer un inouvemeiit de rotnliou autour de ce 
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<< point, bit eU'cl, (!<■ (|mcIi|iio iiiaiiioi'c qu'il l'assi* joiii.M' ses 
<‘ iniibcles, il u(‘ peut dévelupper que des t'urces iiilérieiii'es; 
« i'abseuce de toute l'oree exlei ieure eiilraiiie doue connue 
« conséquence que lu somme des aires décrites, eu projec- 
« Uou sur un plan (piclconque, par les rayons vecleui s éma- 
« nés de ce point, conserve constammenl la même valeur 
U dans le uièiue temps : doue celle somme d'aires doit rester 
U constaiiiineiit nulle, pnis(|u'elle l'était |ieudaiit la première 
<« durée, eu vertu de rhyputhèse qm- nous l'aisoiis que l’être 
K animé était tout d'abord immobile. Ainsi, lorsqu'il fait 
« mouvoir certaines parties de sou corps de telle manière 
U que lu somme des aires qui leur correspondent, eu pro- 
« jection sur un certain plan, ait um‘ valeur positive, il y a 
« nécessnireiueiit d'autres parties du corps (|ui se meuvent 
« en même tenq)s dans un autre sens, de luaiiière à fournir 
« nue somme d'aires m'‘galives sur le même plan, arm tpie la 
« somme totale des aires relatives à toutes les parties du 
U corps soit égale à zéro. S’il s’agit d'un liumiue, pur e\em- 
« pie, et qu’il tourne sa tête à droite, le reste de sou corps 
« tournera uécessaireimmt vers la gauche; s'il porte une 
«jambe eu avant, comme pour mareher, le reste de sou 
« corps s'inclinera eu sens coulraire, c’est-à-dire que la tête 
« se portera également en avant et le milieu du corps eu ar- 

« rière. 

¥ 

V. Lorsqu'un iiouime est debout sur le sol, et que, primili- 
« venieut en repos dans cette position, il commence à mar- 
« cher devant lui, il fait passer sou centre de gravité de 

<1 l’état de ri'pos à l’etat de mouvement Lu vertu du 

« théorème des aires, et conforimhnenl à ce que nous avons 
« dit il n’y a qu'un instant, eu même temps qu'il avance une 
« jainlte , le milieu du corps tend à reculer avec l’autre 
« jambe ; cette autre jambe reculerait eu effet, si rien ne s’y 
« opposait, et le centre de gravité du corps tout entier u'a- 
« vancerait pas. Lu seconde jambe ne pmivanl recider ainsi 
ta. 
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« (|iiVm glissniil sur lu sm-ruri> du sol, cclU* teiiduiico un glis- 
« S(‘iii<Mit (l('‘vclu|>pi! un rrullniiont qui s'y oppose, un moins 

« jnsqu'ù nue cmuiiic liiniip 

« l)(> iin'im* lurstpi'uii dunsinir, s'uppuyuul sur li* sol pur 
Il lu puiiito d'un seul pied, vriil so doiinrr un niouvrinonl 
« d«? rolutioii autour do la voiiitîido passant par son ocnlro 
« de jçraviio, il no pinit pas produire ce mouvomoni par la 
« seule action de ses forces miisculaiivs, parce (|iie ces foi*- 
« ces étant intérieures ne peuvent pas faire «pie la somme 
« des aii'es décrites uiilour du centre de graviti*, en projec- 
K tion sur un plan lioi’izontui, passe d'une valeur nulle à une 
« valeur difféu enle de zéro. .Mais si le danseur veut piroiiet- 
« ter vers la {jauclie, il donne à son corps un mouvement de 
Il torsion, en vertu duquel la partie supérieure tourne vers 
« la gauche, tandis que la partie inférieure tend à tonriier 
« VOIS la droite; ce dernier mouvement ne pouvant se faire 
« que par un glissement des divci'ses parties du pied sur le 
« sol, il en résulte le développement d'une r(‘sistance au 
Il glissement en chacun des points de contact du pied sur le 
« sol, et ces n*sistances sont des forces extérieures, pour 
<c lesquelles la somme des moments, par rapport à la verli- 
« cale menée par le centre de gravité, n'est pas nulle, de 
Il sorte que, par suite de l'action de ces forces extérieures. 
Il le corps du danseur p<‘ut prendre un mouvement de rola- 
« tion autour de la verticale. — Lorsqu'il a tourné un peu 
Il de ci-tte manière, sans que son pied ces.se de toucher le 
« sol, il le soidève hrusquement |)our faire disparititre la 
« torsion qui en est résidlc-e pour sou corps, et en répi'-iant 
Il plusieurs fois de suite la même mauœuvn;, il parvient à 
•' se donner un monvement de rotation assez rapide. .Si le 
» danseur était sur un sol très-glissant, ou bien, s'il nes'ap- 
•I piiyail sur le sol que par un seid point, il lui s«‘rait im- 
« possible de tourner sur lui-même, comme nous venons de 
«.le dire. » 
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139. — l*lan <!■ mn^lmum dm airm. Aioiifï avons une 
dei'niéro coiistW|iicn»'(î à ilodiiirc du ihéomm* d(‘s airos : 
fllo fora l’objcl du prosciit paragiaplio.^ 

l.a valoiir de la somme des projeelioiis des aires déeiàles 
peiidaiil un eertain lemp.s n'est <‘videmmeiil pas la même, 
(|uel (pie suit le plan de projerliun (|iie l'on choisit, ('.ette 
somme doit varier au contraire avec la position de ce der- 
nier. Il y a donc indnhitableinent nn certain plan pour le- 
(|uel cette somme est un maximum. C'est ce qu’il est d’ail- 
leurs facile de démontrer. 

Soient en cU'et d'/., d/.', dj.", les projections sur les plans 
coordonnés d’une aire élémentaire do correspondant au 
inouvement du point matériel »i. .\ppelons <i> tm plan arbi- 
traire faisant avec les plans .coordonnés certains angles x, 
6, La projection rfw de do sur ce plan, aura pour va- 
leur : 


, , / dl „ dt! d/." \ 

du) = rfd I cos *^-l- eosfc^4-cosy | — 

= cos a<0. -f- cos c d/.’ 4- cos y rfX" ; 

d’où l’on tire : 

Tjjoj = cos a . mX -f- cos ê . »«).' -f- cos y . wi/," , 
et i ino) — cos a . 1 mX -f- cos c . -m'd -f- cos y . iniX". 


Mais on sait, d’après le n" 137, que : 

VmX = i Af , Im/.' = { ^'t , Inû." = i A"/. 

Donc : 

imw = (A cos a A' cos ê -|- \" cos y) | i. 

Ur, soit 1 ( un plan faisant avec les plans coordonnés des 
angles dont les cosinus soient proportionnels à A, .A', A"; la 
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quuiiliii^ (.•iilie pareiilhèsirs ifpriîscnUü'a le cosiiuis de ran;;l)‘ 
des deux plans <l> et II, multiplié par une certaine cons- 
tante. C’esl-à-dirc que 

Y ;a w K cos {<l> , ri) /. 

Celte valeur de 1 ni 'o sera évidemment un maximum 
quand eos (<1>, P) sera Ini-ménie un maximum, ou rpiand les 
deux plans se confondront ensemble. En d’anli’es termes, It; 
plan pour lequel la somme de pmjection des aires est maxi- 
ma est celui qui fait avec les plans coordonnés des angles 
dont les cosinus sont respectivement proportionnels à .\, 
A", et par suite égaux à 

A A^^ 

\/A’“ -f a ' V ,\* H- A'*'-Ë A"' ’ WaM - A ’ -l~Ê~' ' 

Ce plan est appelé plan ün ma.rlmum de» aire». On peut 
dire aussi que c'est le plan dn moment maximum d(‘ la quan- 
tité totale d(' mouvement ou le plan du inoment maximum du 
groiqie de forces instantamies capable de réduire le système 
an repos. jN'ons remarquerons en passant que la somme des 
projections a la même valeur sur tous les plans qui font le 
même angle avec le plan II, et qu’elle est nulle sur tous les 
plans qui lui sont perpendiculaires. 

Le plan du maximum est aussi nommé plan inrariahle, 
parce que sa position ne change pas avec le temps. Cette 
dcrnièi'c [iropriéu’- est une consi’quenco directe de la pro- 
portionnalité (les aires au temps. Car, si à un instant quel- 
coinpie, lu sonmic des projections est maxiina, elle devra 
l’être toujours. 

J.a connaissance de la position dn plan invariable s’ob- 
tiendra en d(Uei'minant A, A', A". Oi-, ces (pianlilés seront 
connues si à un moment quelconque on connait les viti'sses 
et les positions des mobiles. En elïei, on a : 
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A' ; 


A" = Im 


■Idl 

ilt~ '//( (h 

2f/).' ^ i'(l.r il: 

(Il 

2(0: 

iii 


. I (U II: \ 

= Im -7- c r . 

\(ll dl ' 

V [dz dij \ 

= -”M;/ry-<77^j = 


(|iii »l(‘|priiiin(“ bien les trois (jiianlilés A, A', A", si les 
eooi'doiHK'ps et les vitesses sont eonmies à un eertiiin ino- 
inent. Qntint à réf]iiation du plan invariable, (die s'en dê- 
diiira aist’-iiicnt, et sera : 


A”x t- A'y -I- Ai = O. 

On N oit en inèine temps que la position du plan se déter- 
ininera g('‘onir-triqiieineut par une construction fort simple : 
car, si l’on porte sur les axes des z, des y et des x, qui sont 
r<'spectiveinent perpendiculaires aux plans des xy, des xz 
et des yz, aiixfiiiels correspondent les projections A, A’ et 
A' , si l’on porte, dis-je, des longueurs i>roportionnelles à ces 
(|uaiitit('s A, A' et A", la diagonale du paral!<dipi|)éde ainsi 
construit sera perpendictdaire au plan du maximum. En effet, 
le plan perpendiculaire à la iliagonale forme, avec les plans 
coordonnés, (|ui sont respectivement perpendiculaires aux 
côté’S du parallélipipède, des angles dont les cosinus sont 
égaux à 

A A ’ _ A” 

‘ -4^"* ’ C^v^l ’ \/ A’+ A'“-4-A"’ ■ 

Pour l’ensemble du système planétaire, il existe donc un 
plan invariable, oit un plan pour lequel la somme des aires 
projetées, respectivement multipliées par les masses de, 
toutes les molécules matérielles, est un maximum. Legrand 
l,.aplace, qui le premier a fait ressortir la propriété du plan 
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iiivui'i;il)lc et ïi'cii i-hl servi pour établir uit plan aslruHmitiquc 
iininiiahie dans la suite des siècles, u délerniiné sa position 
d’nne inani>'re iinixaete, d'après laquelle on ne la rclrou- 
vei ail pas la inèine à diverses époques, en la calculant d’a- 
près les inènies données. L'erreur eoniniise a élé celle-ci. 
D'une part, Laplace avait assimilé chaque plaiicle à un point 
matériel unique, négligeant ainsi les inégalités de trajec- 
toires dues aux positions relatives des diverses molécules 
de la planète. L'assimilation serait permise si la planète, eu 
même temps qu’elh; se meut d’uii mouveiueiU général de 
Iraiislalion, ne possédait pas un mouvement de rotation sur 
elle-même, qui change considérablement les aires décrites. 
D’autre part, Laplace avait négligé les aires analogues dues 
aux révolutions des satellites, ou plutôt il avait supposé leur 
masse r('•unic au centre de la planète, sans tenir compte des 
dilTturnces de trajectoires. Ainsi les quantités dont s’csl 
servi rilinsiie géomètre pour assigner la position du plan 
invarialde sont erronées doublement : 1° à cause des aires 
dues à la rotation des planètes et du soleil lui-même i 2" à 
cause des aires dues à la révolution des satellites autour de 
leurs planètes respectives. : - t <»i > 

TlIKOllÈME I>ES EOIICES VIVES. 

lôü. — De/itiitioii. Un nomnie force vice d’un ensemble 
quelcoinpie de points matériels la somme des forces vives de 
Ions les points. — Il est à remarquer (pie tons les termes 
(le cette somme sont essentiellement positifs, puisque dans 
le produit | m V’ la viles.se ligure au carré. 

Cela iH).s(‘, reprenons les équations (A), (A'), .... relatives 
aux divers points d'un système dynamique ou géométrique. 

l.a combinaison des trois équations (A) qui concei'iieiit le 
seul point m permet, conmieon sait, d'établir pour ce point 
la relation des forces vives, dans laipielle la force en évi- 
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.douce c»l lu fcMce nioirice loUilc du poiiil //i, cVsl-à-dire l'oii- 
seiuble dos forces oxlëriouro cl iiiU'riouro. Disliiigiioiis cos 
deux furcos duiis la relalioii eu (]iiostioii, de moine qu’elles 
soiil disliugiiées dans les équations rondaineii laies (A). Celle 
rclalion sera donc : 

{!) \(Lr + \ ilij + ’iiU -\-L(Lc -i- Udy + ydz=^d ;m\\ 

Elle signifie que le travail éicmonlaire de la force exlé- 
rieure, plus le travail éloinciilairc de la force iiiu-rieure, 
est égal à la variation élémentaire de la force vive du mo- 
bile. On peut égalemi iil la mettre sous la forme 

(0 Vdp + l di — d',m\‘ •, 

en représentant par dp et di les projections, sur la direction 
de la force P et de la force I, de l’espace éliiineiitaire par- 
couru du. Pour le point m', on aura une relation toute sem- 
blable, et de même imur eliacuu des autres points matériels. 

Si nous ajoutons toutes ces équations entre elles, le se- 
cond membie de l’équation finale représentera la force vive 
totale du système; quant au premier membre, il désignera, 
d’une part lu somme des travaux des forces extérieures, et 
d’autre part la somme des travaux des forces intérieures : 
ce que nous écrirons ainsi, d’après les notations précédein- 
ineiil adoptées. 

(I.) :iVdp-i- lldi = Id ; my\ 

Actuellement, distinguons les deux natures de système : 
car, à l'inverse des théorèmes déjà éiudié's, les n'sultals ne 
seront plus ici les mêmes, selon qu’il s’agira d’un système 
géométrique ou d’un système dynami(|iie. 

141. — Occupons-nous, eu premier lieu, des systèmes 
géométriques. 

Je disque le terme .ïil di, dû à toutes les forces intérieures, 
disparaît nécessaiix’inent de réi]uatiou (L). 
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l’oiir ce (|ui (îsl des foi ees d’ussiijeltisseiiient ou des forces 
pruYciiuiit de l'obligalioii iiidividueilc des points à demeurer 
sur des courbes ou des surfucos données, cela est évident n 
prUrri, car on sait que les espaces élémentaires parcourus 
sont perpendiculaires à la diicctioii d(( ces forces, et que 
par suite les travaux correspoiidaiits sont mils. Quant aux 
forces (le liaisons nuitiiclles, nous le démontrerons aisément. 

Soient en effet deux points matériels .M et .M', unis par la 
tige rigide on le (il invariable M.M'. Os deux points, dans 
leur mouvement éb'uiientaire, prennent des 
positions quelcompies N et N', inliuiincnl 
rapprochées de leurs jiositions primitives, et 
telles d’ailleurs (|iie N.\' égale M.M'. — Les 
deux points IV et IV" ne sont pas générale- 
ment situés dans le même plan que M et IM', 
en sorte que le quadrilatiMc .M N j\' M' est 
gauche. — l’cndaut ce mouvement, le point 
.M est soumis à nue force de liaison 1 sni- 

vaut MM', et dirigée par exemple de M 

M* » • 

vers M ; et réciproipiemcnt, le point M est 

Fig. 22 . soumis à une force égale et inverse , — I. 
Le travail de la force I pendant le di'qilacement élémentaire 
sera 1 X M i\ . cos (.M.\, M.M' ), et le travail de la force — I 
sera — l X .M'.V". cos ;.M’N', .M .M'). .le dis que la somme de 
ces deux travaux 

I , MX . cos (.MN, M.M') — M X', cos (M'N', MM ) î 
est identiiiucment nulle. 

Pour le montrer, menons .\'/i t‘gal et parallèle à M.M', et 
joignons M«, .\/(. On sait (pie 

M\. cos (MN, MM') = ,Mm.cos(M«, MM ) -( Nn. cos fXn, MM'L 
parce que la projection, sur une droite quelconque MM', du 
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crtii> Mi\ i|)ii feriiM* l<* poly"oii«> M«N (>si (>galf‘ à la sommr 
tlfs projections des antres cdtés M/i, i\/(, de ce polygone. 

Or Mh . cos (M/(, M.M')= M'N' . ros (M’N', MM ) : donc, 
en substituant dans la somme ei-desstis des <lenx travaux 
élémentaires, on trouve quelle se réduit à 

1 X X« . cos (N«, MM ). 


.Mais et ÎV.N'' sont ('■gaux tous deux à AIM' : doue .\/( 
est réléiueut d'uue circoulémice d(’’ei'ile du point eoiiime 
rentre, avec >iS' pour rayon. Doue la projeetiou de cel éhi- 
meut sur le rayon o.\', ou, ce (pii revient an même, sur la 
droite parallèle .MM', est nulle, puisipie cel élément est 
normal au rayon. 

Ttoiic enfin la somme des di ux travaux l'Iémenlaires dus 
à la liaison des deux points matériels est nulle. 

Si le lien, an Heu d’être une tige ou un lil invariable, était 
un fil le long duquel les points pourraient glisser, ou ari'i- 
verait au même résultat. 


.N, 



Fig. 2J. 


Kn effet, supposons ipie les deux jioinls 
M el.M', )iar suite du glissement, ne gar- 
dent pas la même distance pendant le 
mouvement, et soit X, et X' leurs posi- 
tions voisines j X'.X, ('tant , par exemple, 
plus grand que .AHI'. .loignons M/i, yi.X,. 
La somme des deux travaux se réduira 
comme pn-cédemment à 

1 X «X, . cos (nX, , M.M ) , 

cpiantilé qui n’est pas nulle, puisipie X’iX, 
n’est pas égal à /iX', et que jiar suite ;n\, 


n’est pas l’elément d’une eirconferencc. l’renons XX égal 


à «X', et joignons X//. On sait que ■ 


»\ , . cos («X„ Al M') = X» . CO» (Nm, •>! M') -I- N X , . CO» (X X , , MM ). 
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Le prciniiM' leriiie du scixiiid mciiit>re est nul, connne ou 
l'a vu pi'ccédciiiiiieiil, en sorte que linalitment la somme des 
deux travaux se réduit à 1 . NM, cos «N'N, . Mais le cosinus 
d'nn angle iniininieiil petit est égal à l’unité. Si donc on re- 
présente par dl la variation élémenlaire de distance des 
deux points, on voit que le travail dû aux i’orcesde la liaison 
est égal à 

\dt, 

quantité qui doit d’ail eui-s être affectée du signe moins, 
puisque la force est supposée dirigée en sens conti-aire de 
la variation de distance, et (|ue, conséquemment, si l’iineest 
estimée positivement, l'antre doit l’élre négativement. En 
sorte que la véritable valeur du travail élémentaire est 

-ï.dl, 

expression dans laquelle la force et la longueur sont csseit- 
liellement positives. 

Si au lieu de s'éloigner les deux imints se rapprochaient, 
le travail élémentaire serait 

I tU. 

Cela poses considérons plusieurs points M, M', M", 

M^"', dont les deux extrêmes sont invariablement liés à 
un fil, tandis que les autres glissent librement le long de ce 
lil. Le travail de tontes les forces intérieures, dirigées sui- 
vant les portions du fil comprises entre les points deux à 
deux, sera égal à la tension du fil, qui est la même partout 
(n" 121), multiplie^ par la somme algébrique des rappro- 
chements et des éloignements. Ur, la totalité du fil gardant 
1a même longueur, — ce qui fait que la somme des rappro- 
chements et des (■loignemcnls est égale à zéro, — il en ix'-- 
sulle que le travail «■lénientaire dû à tonies les parties de 
cette liaison est nul à chaque instant. 
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Actueiieinfiiil , si nous revenons nn lermo di de t’<‘q na- 
tion ;^L) ri-<k;ssu8, on voit que les diverses eali-gories île 
travaux dont sr> compose cette soimne sont nulles séparé- 
ment. Donc ce terme disparaît, et par suite ré(|uation des 
forces vives du système géométiâquc se réduit à 

(G) ly dp = dl { m\^ -, 

ce qui montre que dans un système géométrique la variation 
l'démentairc de force vive est égale à la somme des travaux 
élémentaires des forces extérieures, et que par suite la va- 
riation de force vive, dans un temps donné, est égale an tra- 
vail des forees extéiieiires pendant le même temps, tie 
résultat a lieu quelles que soient les liaisons gi'-ométriques, 
et quels que soient aussi les assujettissements des diverses 
parties du système. On voit, d’après la même équation (G), 
<|ue la variation de force vive d’un système est absolu- 
ment égale à celle qui se produirait si tous les points ma- 
tériels étaient entièrement libres et indépendants les uns 
des autres. 

.Si les forces extérieures sont nulles, ou si, sans être nul- 
les, elles satisfont à la condition que la somme de leurs tra- 
vaux élémentaires est perpétuellement égale à zéro, la force 
vive totale du système demeure eonstante. Donc, si un sys- 
tème géom(‘lrique est, ù un eeruiiu moment, abandonné par 
les forces qui le sollieitaient, ce système continuera à se 
mouvoir de telle fa^on que la force vive totale ne soit pas 
altérée. La vitesse individuelle des divers points pourra va- 
rier à rinfini, mais ces variations s<‘ combineront de ma- 
nière à ce que2 ;»«V’ garde la même valeur. C’est ccqu’oii . 
nomm<! le principe de la coimerralitni de» force» rire», 
tout à fait analogue à celui de la conservation de la quantité 
de mouvement. 

Lors(|ue les forct's <‘xlérieures ont, à un certain moment, 


Digitaed by Google 


1.1 UtK lll. — .SVSTtMBS AlATfeHIKI,.S. 


:iu3 

il(‘s valfiii'b lelk's que la somux; tle leurs travaux élémeii- 
l.iires suit luille, la variuliuu currespoiulante de lu l'urce vive 
est elle-nième uii iiiaviniuui ou im luiiiiuiiiiii. Kéoipruquu- 
iiieiil, si cette deritière euiidiliun a lieu, on est assiinique 
les füiees extérieures passent par des valeurs telles (|ue la 
suinine de leurs travaux est inunientacéineni nulle. 

142. — llemur<iiic importante. Lurstpi’un système géo- 
inétri(|ue est à liaisuns eoinplèles, c'est-à-dire constitué de 
telle sorte (|u'un sind mouvement y suit possible dans les 
(leux sens, on a néc(;ssairement alors, entre les n points 
matériels, S/< — 1 équations de liaisons, qui sont autaut de 
relations entre les seules eourdonnées. l’onrque le problème 
soit résolu, il sullit d'avoir une seule (‘quation de plus entiv 
ces uiénu‘S eourdonnées (!t les forces extérieures du sys- 
tème, car on dispose alors de 3« ('quation- pour exprimer les 
,‘ln coordonnées en funetiou des IbrLes extérieures. Toutes 
les forces intérieures sont par cela même élimiuée.s. Ur, 
celte nouvelb! é(|ualiuu est précisément fournie par la rela- 
tion des ibrees vives, (jue nous venons de trouver, et qui 
ne eoulieni pas elTeeliveiuenl les forces intérieures. — Celle 
(■quation des forces vives est celle à la(|uelle on arriverait 

iufaillibleineni si, au moyeu des S/< é(]uatiuns (.A), (A"), 

et des ;>/( — l (ujuatiuns de liaisuns, on éliminait toutes les 
((uantités dues à la piH'sence des forces de liaisons. Auus 
avons ainsi à notre dis])usition un procédé immédiat pour 
trouver le l('•sullal de celle élimination. — Celle remarque 
trouve une fre(|uenle application dans b-s mouvements des 
appareils spéciaux, connus sous le nom d(; machine», à 
l'aide des(|uels raclivih* liuniaiue réalisé les elVels mécani- 
ques (ju'elle a eu vue. La plupart du temps ces appareils sont 
des systèmes (|n'on peut très-appruxiuiativeinent regarder 
eomme g('unieli'iques, et qui sont alors caractérisés par la 
eondiliou d'être a liaisons complètes. Aussi, pour la déter- 
minalion du mouvement, y fait-on un perpt'luel usage üie 
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IVqnaiiun d»*s foiri's vives, de pnd\‘ieiiee ù loiit antre mode 
aimlytiqiie. 

lies maehines sont it^ellement des systèmes dyiiami(|iies, 
oit une innliitiido de mouvements individuels se produisent. 
Mais tous ees mouvements, à l’exeeptiou du principal, qui 
est celui qu’on a en vue, sont à peu près négligeables, et 
l’on regarde alors tons les points comme assemblés par des 
liens g(‘(iinélriqiies absolus. — C’est 1a même assimilation 
(pi’on luit lol■squ’on parle de furcc* exlèrieure» et de force* 
d’ti**ujelliii*vtnent. Dans le sens rigoureux des mots, il n'y 
a que des forces intérieures, ptiis(|ue tout système, consi- 
déré en lui-inème, ii'csl malgré nous qu’une partie inté- 
grante du système dynamique de l’univei’s. Chaque fois 
qu’on emploie de pareilles locutions, il faut sous-entendre 
qu’on ne tient pas (dompte des corps environnants, ni des 
réactions (|ui s'y produisent, ni du inouvement réel qu’y 
reçoivent les courbes ou les sniTaces censées lixes. C’est 
donc parce tpi’on néglige volontairement 1a contre-partie de 
ces forces prétendues extérieures ou d’assiijeltisscment, que 
la fraction de matière ù laquelle ou restreint les déductions 
peut être envisagée comme un .système dans lequel existe- 
raient des actions sans réciprocité. 

IftS. — Considérons maintenant les systèmes dynami- 
ques. 

L’équation des forces vives est, comme ou a vu, celle-ci : 
(I.) IVdp mW 

Le terme dû aux forces intérieures ne disparaît plus, parce 
que la démonstration coiiteniie dans le n" 161 n'est pas ap- 
plicable à ce genre d(! liaisons. Mais si l’on reprend ce qui 
a été dit à celte occasion, ou voit que le travail (dénientaire 
dû aux deux forces mutuelles qui s'exercent entre deux 
points (|iielcouqnes est toujours représenté par Rf/r, R dé- 
signant l'intensité de ces forces mutuelles, et dr la variation 
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(te disLiiiœ (U s deux poiiils. signe ou te signe — doit 
d'ailleurs (Hi c adopte, suivaul (pie la force agit dans te sens 
de la variation de distance on en sons contraire. i.a rela- 
tion des forces vives des s\slèincs dynamiques sera donc : 

(Fl) i V ilp ± i n ilr — m V’ ; 

ce qui inonti-e que la variation éU-mentaire de force vive est 
égale à la somme des travaux (Hémentaires des forces exte- 
riein-es, plus on moins la somme des produits obtenus en 
multipliant eliaqne force mntncllc par r(‘lüignement on 1e 
rtipprocliement des deux points entre lesquels elle s’exerce. 
On peut dire aussi, en passant à l'integrale, que la varlalion 
de for(!e vive, dans un temps donné, est égale a la somme 
algébrique des travaux dns aux forces exlm ieurcs et aux 
forces intérieures. 

U résulte de là que, s’il n’y a pas de forces extérieures, la 
force vive varie seulement d’apres le travail des fürc(>s inté- 
rieures, et, si la force vive demeure constante, c’est qu’à tout 
moment le travail des forces extérieures est égal et con- 
traire à celui des forces intérieures. 

Ces faits nous montrent une différence radicale nouvelle 
qui sépare les systèmes dynamiques d’avec les svstémcs géo- 
métriques : dans les premiers, le travail des forces inté- 
rieures inilue sur l’état de la force vive, taudis tiue dans les 
deniiei-s ce travail est toujoui-s nul. Pour qu’il fût nul aussi 

dans les preiniei-s, il faudrait, ou que les distances des points 
deux à (leux ne variassent jias pendant 1c mouvement (ce qui 
revient à dire que le système se comimrterait comme un corps 
solide), ou que, les forces mutuelles ayant la même intensité 
entre plusieurs iioints, la somme des éloignements fut égalé 
à la somme des rapprochements (ce qui reviendrait au cas 
géométrique de points matériels glissant le long d’un fil in- 
variable). 

Dans te système planétaire, toutes les forces se réduisent 
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il ik'S iicüuiis iiiuliiclli'S &'e\ci‘ç.iiil (Iciix à diuix ciiU'u des 
puiiils duiil lit dixliiiiw vui'ic piM'inauelIcMieiit. Il eu n'-siillu 
que la foire vive uugnieiile ou diiuiuue loajours, à l'iiiversc 
de ce (|ui se pusse pour lu quuulilé de inoiiveiiieul (|ui, 
comme on l'a vu, demeure constante. 

144. — Supposons que tontes les forces tant intérieures 
qu’extcrieui'es d'un système soient fonction des coordon- 
nées des points d’application, et que la qiianlité i +• 
\ dtj \-7,dz'j, on X,y,Z désignent maintenant la force to- 
tale, soit la différentielle exacte d'une certaine fonction des 
coordonnées,/(x, y, y',....) i je veux dire pur là (pi’oii 
ait : 


\dx -f- \dy -l- Z(/i -H \'dx [- V'(/y' + .... = 


= 'l 

iLc 


df 


'If 


dx + ÿr.dy + -JZ d^' + TT' dy’ -h ■ 


df 


<lf 


dy 


dy' 


D’après cette hypothèse, l’intégrale totale de la quantité 
~ (\dx-+-\ dy \-7,dz) sera précisément égale à cette fonc- 
tion f[x,y, z,x, y', ....). 

L’équation des forces vives, intégire enti'c deux positions 
du système, donnera ; 

1 i m V| — X m Vj=/’(.r,, y,, 2 „ .r' ) — /’(c„, y„, z„, r\, ...). 

Donc, toutes les fuis que le système passera pur une posi- 
tion telle que f{x, y, z,x', prenne la même valeur en y 
remplaçant x,y, r,x',.... par les coordonnés correspondant 
à cette position spéciale, la variation de force vive depuis 
l’origine repassera aussi par la même valeur, ce qui revient 
à dii'c que la force vive du système sera la même pour toutes 
ces positions. spéciales. 

Cette circonstance, où X (X rfx 4- Y dy -H Zrfz) est une dif- 
férentielle exacte, se produit notamment quand les forces 
motrices sont dirigées vers des centres lixes et qu’elles sont 
fonction des distances de leurs points d’application à ces cen- 
tres. Il eu est de même quand les forces se réduisent à des 

I. 20 
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itclioiis imiiiiHles sVxcrç.Tiii (îiiirc li's points ileux à deux 
et foiK'lioii (les (list:iiu'i‘s de c<‘S points. En effet, s’i! s’agit, 
par exemple, (l'niie action mutuelle entre les points m elw', 
on a : 

\(l.c -I (/y Z(/j -E I V'(/y' 4- Z'dz' = Rrfr; 

cl comme (i’aillenrs 

= (-r — ■' )’ -E (y — -E (î — 2')’ • 

il s'ensuit i|ue IWc, et aussi In somme de toutes les quaii- 
titi'S analogues, est la diffi'-i'eniielle exacte d’une rouction 
des coordonni'es. 

.Nous l'onclnons di; là ipie dans nn système dynamique, 
rednil à des (drees intérieures Idnction des distances, la 
l'oi'i'e \ive passe par la meme valeur tontes les fois que les 
distances d<*s points redeviennent les mêmes. Lors donc 
(pu* dans le monvemenl de ce système les points s’écarlcnl 
on se rapprochent, il y a gain on perle de t'orce vive, mais 
la valeur primitive se rétahlit tpiand le système reprend la 
mênie rornie, (inel tpi’ail ('•lé d’ailleurs son di'placement gé- 
néral dans l'espace. On voit ainsi (pic dans le système pla- 
n(‘laire, on tontes les actions seinhient d(-pendre uuiqiuv 
ment des distances, la force vive totale, ()ui varie incessani- 
inent, [tasse périoditjuement par la même valeur, aux épo- 
ques oit les distances mutuelles des astres se rclrouveiil 
dans le même étal qu’anparavani. On pourrait nommer ce 
théorème prhiripe de la périodicité' rie la force rive. 

Cette conséquence s’applique évidemment aux systèmes 
g('üinèlri(|ues dont les forces exUirieures satisfont à la coii- 
ditioii ci-dessus, [tiiisqiie, dans tous les cas, le travail des 
forces intérieures est égal à zéro. 

Un autre exemple lids-simple de la périodicité de la force 
vive est celui oit un système quelconque, dont les forces 
intérieures seraient géométriques ou fonction des distances, 
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serait sollicite- extériourcinenl jiar la seule force fli’ la pc- 
saiitour. La variation de force vive, entre deux plans lioii- 
7.ontaux, serait PA, P étani le poids inoleui', et h la distance 
des deux [élans. Toutes les fois que le point ani]uel eslap- 
pliepié le poids P repasserait [lar le inèine plan, [tar suite 
du niouveinent général du système, ce deiaiier posséderait 
la rnéine force vive, et il en perdi’ait ou en gagnerait tou- 
jours la même ([uantitéen s’élevant ou s’ahaissant d’un plan 
à l’autre. 

On peut ajouter, ainsi qn’on l'a déjà vu [lour un point 
matériel uniiiue, que la somme dy Zrfr; n’esi 

jamais une difTé-renlielle exacte lorsque les mobiles éprou- 
vent des frottements ou la résistance d'un milieu. Xous ne 
r(‘produirous |>as la démonstration, (]ui est identiijuement 
celle du ti" SS. iVous nous bornerons à constater que dans 
ce cas la force vive du système ne redevient ])as la même 
lorsque les mobiles reprennent leurs situations relatives. 
Mais il y a toujours diminution de force vive, si, — comnu! 
cela a lieu d’ailleurs invariablement, — la résistance du 
frottement ou du milieu s’exerce eu sens contraire du mou- 
vement. 


TIIÉOIIÉMK DE LA MOl.NDUE ACTIO.N. 

làS. — Ce théorème ne convient qu'au cas oit i (X</.c f 
est la difl’c-rentielle exacte d’une fonction des 
coordonnées. Il consiste alors dans la propriété suivante ; 

Entr(! deux positions quelcon(|ues du système, la somme 
des intégrales relatives à la (piantité de monvemeut de 
cha(jue |)oint multipliée par l’éb-ment de courbe |)arcouru 
est toujours uu minimum ; ou bien sous une autre forme : 

La force vive consommée en un teiiqis donné par l’en- 
semble du système pour |)arvenir d’une position à l’autre 
est toujours un mininmm. 
iO. 
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Il s’agit donc de prouver (pie lu vui'iaiion 

'S:imjyth 

entre deux positions du système est l'orcéineiil nulle. 

La démonstration ne diffère pas de celle ipii a été donnée 
au n" 1)2. Il suffit d'interposer partout le signe - à la suite 
de la caract(Tistiquc 5 . La variation d'une somme de quan- 
tités étant égale à la somme des variations de ces quantités, 
toutes les transformations de calcul du numéro précité s’ap- 
pliiiucront ici sans difficulté. 

Nous ne nous y arrêterons pas davantage. 


Équilibre des forces qui solllcilent un syslénic 
materiel. 

1Û6. — Nous n’avotis pas à nous occuper des conditions 
d'i'quilibre des forces appliquées à un système dynamique, 
ou plutôt ces conditions sont immédiatement évidentes : 
elles consistent en ce (|ue, sur chaque point séparément, la 
résultante des forces extérieuies qui y sont directement ap- 
pliquées doit avoir une valeur égale à zéro. En effet, on 
voit bien que si la résultante n’était pas nulle en quelque 
point, ce point, lor.squ’on viendrait à la supprimer, recevrait 
un certain mouvemcnl en vertu de scs seules forces inté- 
rieures ; d'où it'siilterait que les forces extérieures n'étaient 
lias en équilibre, puisqu'elles n’étaient pas sans influence 
sur le mouvcmetil du système, .\insi les conditions d’équi- 
libre d’un système dynamique ne sont autres que celles d'un 
point matériel unique, répétées autant d<; fois qu'il y a de 
points matériels dans le système. 

Il n’en est pas de même des systèmes géométriipies : car 
la suppression des forces extérieures fait disparaître, par 
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rontro-coiip, îles forces de liaisons, d’où il suit que l’en- 
seinble de ces forces exicricures peut être en équilibre sans 
que leur résultnulc en chaque point soit séparément nulle. 
Pour ii’en citer que le plus simple exemple, nous ferons re- 
marquer que deux forces égales et opposées, agissant sur 
deux points placés aux extrémités d’un lien rigide, sont en 
équilibre, bien que sur chaque point en particulier l’équi- 
libre n’existe pas. L'équilibie dans les systèmes géométri- 
ques pourrait assez bien être nommé équilibre indirect, 
pour faire comprendre que les forces extérieures ne se con ■ 
tre-balancent mutuellement que par l’iiitermédiaire de cer- 
taines liaisons. Ce que nous nous proposons de recherch<‘r 
ici, c’est précisément les conditions de cet équilibre indi- 
rect, c’est-ù-dire les conditions auxquelles doit satisfaire un 
groupe de forces extérieures appliqué à un système géomé> 
trique, pour qui* ce groupe puisse être introduit ou supprimé 
sans que l'état de mouvement ou de repos du système soit en 
rien modifié. 

1Û7. — Cela posé, reprenons les équations (A), dn 

mouvement du système, et exprimons que le groupe des 
forces extérieui’es peut disparaître des premiers membres, 
sans que les valeurs des seconds membres soient changées. 

Il faut remarqiu'r que les forces intérieures L, .M, N, L',.... 
se décomposent eu deux cati'*gories, savoir ; 1" les réactions 
qui existent dans les liens par suite du mouvement du sys- 
tème, lequel est supposé s’elfectucr de la même manière, 
avec ou sans les foria's ex tt’-rieures. C’est ainsi, par exem- 
ple, que dans un coips solide qui tourne sur lui-même, en 
veitn d’impulsions initiales et sans rintervention actuelle de 
tarceu extérienres, il s’exerce entre les liens des divci's points 
matériels certaines réactions qui ont précisément pour ré- 
sultat de faire décrire à cha(|ue point la courbe qu'il parcourt 
elTcctiveiueut, et de rempêcher de s’échapper eu ligne droite 
avec une vitesse uniforme; 2" h‘s réactioiia suppléBwmnires 
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que susciie dans les uiêines liens la présence du groupe ex- 
térieur eu é(|uilibre, rt-aclioiis qui n’onl aucun effet sur lo 
niouvenienl, et dont le seul résultat est justeineut de déter- 
miner l'i'-quilibre indirect du grou|i(; en question. 

C'est cette seconde catégorie de réactions, invincibloinent 
liées au groupe cxtia ieur, naissant et disparaissant avec lui, 
qui doit, avec ce groupe lui-nième, être supprimée dans les 

équations (.\), (.\'), sans que les valeurs des seconds 

membres soient changées. — Ou retrouve ici la même ob- 
servation déjà présentée au n° lOG, à l'occasion de lu résis- 
tance développée par une surface sous rinfluence de forces 
qu’on applique à un mobile sans en modilier le mouve- 
ment. — 

Afin de ne pas multiplier les notations, nous désignerons 
par les mêmes lettres L, -M, N, L' cette deuxième caté- 

gorie de réactions, en ayant bien soin de ne pas perdre de 
vue la vraie signification actuelle de ces quantités. 

Les conditions d'éiiuilibrc des forces données s’exprime- 
ront donc en posant : 

(E) X -f- L O , V M — o , Z -f- N — - O , 

(E') X'-l-L'rr^O, 


et ainsi de suite pour chacun des /«points matériels. On ob- 
tient par là Su équation entre les forces extérieures et les 
forces intérieures. 

Un a vu, dans le n° 12D, relatif au mouvement, que les 

quantiuis L,M,X, représentaient aiiluiU d'inconnues 

distinctes (pi’il y avait d'équations de liaisons entre les points 
du système, et que ces quantités L, M, N,.... pouvaient être 
remplacées par leurs valeurs en fonction desdites inconnues 
et desdites équations de liaisons. Si l'on effectue la substitu- 
tion, et qu'on elimim; ensuite les p inconnues distinctes cor- 
respondant aux P liaisons, on obtiendra 3n — p relations 
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entre les l'orces extérieures et les luiictiüiis des liaisons. Ce 
sont là les é(|tiulions d'équilibre, expriuiunt les condiiioiis 
auxquelles le {jiroupe extérieur doit satisfaire pour être abso- 
luiiient sans inilucncc sur le mouvement du système. C'est 
par lu même éliminulion qu'au n° 129 on obtient les 5n—p 
équations du mouvement, (|ui, réunies aux équations de liai- 
sons, permettent de déterminer la position des points à nu 
moment (|ueleonque. Un poiiri'ait du reste se dispenser des 
raisonnements qui précèdent en recourant direcuunent à ces 
.1 m — P équations du mouvement. Puisque ces é(|iiations ne 
contienneiil pas les forces intérieures, il suflil d'égaler les 
premiers membres à zéro pour avoii' les conditions d’équi- 
libre. On retombe alors sur les relations déjà obtenues au 
moyen des équations (t), (t'),.... 


Heniurque». 

r D'après la manière même dont les 3« — p équations d'é- 
quilibre sont déduites, il <>st évident qu’elles ne contiennent 
pas les masses des points malériels. .\insi les conditions d'é- 
quilibre sont indépendantes des masses des points auxquels 
les forces sont appliquées. En sorte qu'on pourrait tout aussi 
bien étudier les conditions d’équilibre en substituant au sys- 
tème materiel une ligure géométrique dont les sommets 
tiendraient lieu des points. D'où il suit que l’étude de l’équi- 
libre peut être ramenée à n’èlre qu’une pure all'aire de géo- 
métrie, après avoir, bien entendu, constaté les lois de U 
composition des forces en chaque point, les<|uelles s’établis- 
sent exclusivement à l’aide de la mécanique. 

2" Les condilipus d'équilibre ne dépendent à chaque ins- 
tant que de la forme du système, et nullement de la poêitiim 
absolue des points dans l'espace. Car les quantités qui ligu- 
rent dans les équations de liaisons sont : ou bien la distance 
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entre deux points ntlncliés nnx extrémités d’iiii lien inva- 
riable, on bien In somme des distances entre des points, 
deux à deux, pouvant glisser le long d'un fil d’une dimension 
totale invariable. Donc les équations d'équilibre, qui ne con- 
tiennent que des Iransfonnations de ces ronctions, ne peuvent 
être inllncncées que par des cliangementsenire les distances 
des points matériels, chose lonl à fait indépendante de la 
position absolue de ces derniers. 

Ces deux remarques confirment ce qui avait été énoncé 
au 11 ° 50. 


Conteqiienee*. 

1° Si « est le nombre des points matériels, et p celui des 
équations de liaisons, les équations d'éqnilibn* sont au 
nombre de Sti — p. Or, les composantes X, Y, Z, X'.... sont 
au nombre de 3n. Donc il y en a autant d’arbitraires qu’il y 
a d’équations de liaisons. Ce qui signifie que, ce nombre p de 
composantes recevant des valeurs quelconques, on pourra 
toujours iraliser l’équilibre au moyeu de valeurs convena- 
bles des %n — p composantes qui restent à déterminer. Si, 
au contraire, on n’ap|)li(|uait pas de forces extérieures à tous 
les points du système et qu’on ne disposât que d’un nuinbn! 
de composantes inférieur à 3w — p, on ne pourrait pas iva- 
liser l’équilibre, puisqu’on aurait moins de qiiaulité-s à choi- 
sir que de relations à satisfaire. C’est ainsi, par cxemiile, 
que, si l’on avait deux points matériels invariableineut uni.> 
par une lige rigide, il faudrait, pour r(‘aliser l’équilibre, 
pouvoir disposer de C — 1 ou 5 composantes, ce qui n’en lais- 
serait qu’une arbitraire. En effi‘l, deux forces exté'rieures, 
appliquées à un pareil système, ne peuvent s’é-qiiilibrer que 
si elles sont égales, opposées et dirigées siiixanl la lige de 
liaison ; il m; l'este donc indéterminée que l’intensité com- 
mune des deux forces. 
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En }»(“ii(“ral, le nombre des eondiiinns d’('f]iiilibi’e aii"- 
inenle ii iiK'siire fpie le nombre d’éqiKiiioiis de liaisons dimi- 
nue, el i-ive rtrgu. 

2” Supposons que le système se réduise à un assemblage 
de forme invariable ou à ce qu’on noninut un solide géomé- 
trique. L'invariabilité sera obtenue : 1" en unissant trois 
points, suivant un triangle; 2° en unissant chacun des autres 
points aux trois pn-céilents. Si ce système est d’ailleurs pai^ 
faitement libre dans l’espace, le nombre des liaisons sera 
Î-L3(« — 3) ou 3;i — G. Le nombre des conditions d’écpii- 
librc sera donc 3«— (3/i — G) ou sera égal à G. Or nous con- 
naissons dé'ja G écpiations qui conviennent à tons les sys- 
tèmes libres, et dans lesquelles les forces inuirienres lU! 
figurent pas ; ce sont les trois équations relatives aux quan- 
tités totales de mouvemeni , et celles des moments (n“ 130 
el 13G). Comme les résultats de réliminalion ne peuvent 
cliangcr, quels que soient les procédés employés, les six 
équations en question donnent précisément les six conditions 
d’équilibre, en égalant les premiers membres à zéro. 

3“ Supposons que le système soit à liaisons complètes, ou 
qu’il y ait 3« — 1 équations de liaisons, il n’y aiii'a f^ii’une' 
condition d’équilibre. 

Or, nous connaissons une équation cpii ne contient pas 
les forces extérieures, c’est celle des forces vives. C’est donc 
là notre condition clicrch<'-e. 

L’équilibre sera alors exprimé par la relation 

- ( X </ ar -L V </ 1/ -H Z î ) = - P f f /> = O . 

Remarquons que, dans ce cas, on ne pourrait pas prendre 
une des écpiations relatives aux moments ou aux quantités 
de mouvement, car le système, étant à liaisons complètes, 
n'est pas libre, et par suite li’s forces intérieures ne dispa- 
raissent pas des é(|uations préi’ilé'es. 

4" Quel que soit le nombre des liaisons, l’équation 
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l-Yf/ÿ + Z«/z) = o (%t loiijuui's satisfaits, puisque ceti 
éqiiatiuii, ne coiUeiiaiit eu aucun cas les forces intérieure 
fait nécessairement partie des conditions d’équilibre. Doir 
toutes les fuis (pii‘ d(;s forces sc font équilibre, la somine di 
iravaux est nulle à chaque instant, et par suite la force vi' 
lolale demeure la même. 

4° l'outes les fuis que le système, dans son mouveme 
(pielcumpie, passe* par une position telle que les forces e\i 
rieiires, à cet instant précis, s’y fout équilibre, le travail él 
mculaire est mil, et cunséqnemmcnt aussi la variation él 
mentaire de la force vive. Donc la force vive totale passe p 
une valeur maxima ou minima. 

La réciproque n’est pas vraie, c’est-à-dii’e que, si la foi- 
vive est à un certain inument maxima ou minima, on n' 
peut pas conclure que les forces extéiieures passent p 
une position d’équilibre : car ce qu’on sait seulemeul , c’i 
(|ue le travail élémentaire est nul, et cette équation, n’< 
siiUisaute pour impliquer l’équilibre que si le système e$i 
liaisons complètes. 

Ileinarquv. Les cundiliuns d'e'quiralence de deux gro 
pes de forces ajipliquées à uii système ne dilfèreut pas 
celles de l’éiiuilibre, puisqu’il siiflit d’exprimer qu’il y 
équilibre sur le système entre les forces de l’un des grou( 
et celles de l’autre, prises eu sens contraire, confurméim 
à ce que nous avons démontré au n” 122. On aura ai 
3 n — conditions d’équivalence entre deux groupes. 


./litre remarque. 

rilÉURÉUE llF. u'alembkrt. 

Loi-sque, dans l’étude du mouvement. (u" 129), un prt 
leséqualions (A), (.V) et qu’on élimine les forces in 
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l'ieurob, pour obtenir 3/* — /> é(|ualiüiis eiilro les forces iiuê- 
l'ieures et les eoordoiinées des secouds iiieml>rcs, on eflectue 
id^fiqpemeul le iiiênie ealeid que lorsque, dans I étude de 
IqqMiUbre (ii" 147), on prend les équations (K), (li).... et 
(|u'on élimine les forces intérieures, pour obtenir 3n — p 
l'elations qui expriment les conditions d’équilibre des forces 
extérieui-es. Si, dans ces dernières équations, on remplace 
X, V, Z, X', respectiveuient par 


X — m 


(Px 
dp ' 


Y — m 


dp ' 


Z — tn 


d^ 
dp ' 


X' - m 


, (Px 

dp 


on aura des équations qui exprimeront qu’il y a équilibre, 
nou plus entre les seules forces X, Y,.... mais entre ces mê- 
mes forces combinées avec d’autres, dont les composantes 

1 U 

auraient pour valeurs — ?h 'jp > qui seraient 

conséquemment égales et contraires à celles que nous avons 
nommées (n“ 116) force* conserreet, dans le cas du sys- 
tème eu mouvement. Or, ca;s relations d’équilibre sont actuel- 
lement identiques aux 3 « — P équations de mouvement dé- 
duites des équations (A), (A ).... : car il suOit, dans les cal- 
culs elTeclués sur ces dernières, de faire passer les quantités 
des seconds membres dans les premiers. D’où il suit : 

1° Que les forces exléi ieures ou motrices d’un système 
géométrique font équilibre à des forces égales et directement 
opposées aux forces conservées de tous les points matériels. 

2" Que la reclierclie du mouvement dû aux forces exté- 
rieures peut être ramenée à celle de l’équilibre entre les 
forces extérieures et les forces conservées, et vice vcr*a. 

On énonce quelquefois sous une autre forme l’équilibre 
entre les forces extérieures et les forces conservées. A <»t 
eflet, on nomme force perdue en chaque poiut une force qui, 
combinée avec la force conservée, a pour ix'sultante la force 
extérieure. De telle sorte que, si ME est la force extéi-ieure 
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fl MC la force conservée, la force perdiu' sera repri*si 
par l’autre côté MP du pnrallélu‘'raniine MCEP. Ou voi 
E là (jue celle inénie force perdue peiii 
considérée coninie la r('■sullalllc de la 
exlérieuie ME cl d’une force éga 
eoutiairc à la force conservée, ür, 
avons dit tout à l’Iieure (pie les force 
li'rieiires el les forci» conscn'ties , ( 
enseusconli'aires, se fonlé-quilibre ; 
système’ Il revient donc au inêmed’i 
cei‘ rpic les forces perdues sont en (ii 
brc. C’esl d’ailleurs évident de soi, pu 
les forces perdues sont égales etopp 
aux forces de liaisons : au moyen de celles-ci, les forces 
rieures et conservées doivent se trouver en équilibre. 

Küiis avons peine à nous rendi'c compte de l’impur 
excessive qu’on a attachée au llu'orèinc de d’.\lembc 
l’on n’y veut voir ipi’unc trùs-éicgaule interpréiaiiuu cou 
des équations du mouvemeut, nous somim» pleiucme 
cet avis. Mais ou a dit de ce théorème qu’il était la base 
mécanique, en ce qu’il permettait de ramener les ques 
de muiivcmenl à des questions de repus. Mais cette rt 
tion n’est (pi’apparcute, puisque les valeui sdes courdoi 
mobiles iigureut de la même manière, soit (pi’oii les I 
ostensiblement dans les si.-couds membres des équa 

(.\), (.\') soit qu’on les dissimule sous la désignaiii 

forces conservées. Nous ne voyons pas davantage en 
l’inlelligimcx.* de la théorie du mouvement eu est faci 
puisipie ce sont ideutiqiieinent les mêmes calculs, les m 
raisonnements et les mf'mes résultats, soit qu’oii opère 
les équations (A), (A').... soit sur les équations (E_),^. 
Il uuus semble bien plus philosophique de n’y voir qi 
interpréuitiuu des équations du muuvemeiil. Car rien n 
tisfait moins l'esprit (|ue de vouloir, à priori et avant ' 
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Cüiisiik'r.ilion dirccle de la m(’Ta1ii()ue, ramener les pro- 
blèmes dynamiques à des problèmes de sialique. On paraît 
ainsi sacrifier les élénienls eonerets de la question à un ai'li- 
ücc analytique. 

L(! tliéorèmc de d’.Membert n’est du reste qu’une applica- 
tion de la proposition très-g( néralc di'inontrée au n°122, et 
consistant en ce (pie deux groupes de forces équivalents et de 
sens contraires se font ctpiilibre. Kn effet, les forces conser- 
vé'cs dont nous parlions ci-dessus sont évidemment équiva- 
lentes aux forces motrices, puistpi’elles produiraient le mou- 
vement qui a effectivement lieu. Donc, si on les prend en 
sens contraires, elles feront équilibre aux forces motrices. 


THKORKMK SCIV LA STABtLlTÉ ET l.’lXSTABILlTÉ 
DE l'ÉQCILIBRE d’cN SYSTÈME. 

lèO. — On se rappelle la distinction établie entre 
lihre de» force» d'un stjttème et l'équilibre de ce »y»lème 
lui-méme. La première expression signifie, que les forces 
sont sans inflnonce sui‘ l’i-lat du système, qui peut d’ailleurs 
étie doué d’un mouvement quelconque; la seconde signifie 
(pie le système est en repos et que conséipiemmenl les forces, 
qui y sont d’ailleurs en éipiilibre, le laissent parfaitement 
immobile. 

L’équilibre d’un système se présente avec deux caractères 
bien différents. On dit que l’équilibre est »lahle si le sys- 
tème, étant très-peu écarté de sa position actuelle, tend à y 
revenir en vertu des forces qui lui sont appliquées; et on 
dit qu’il est instable si le système tend au contraire à s’en 
éloigner de plus eu plus, jusqu’à ce (pic, selon la locution 
vulgaire, il se mette à chavirer. Un exemple de la stabilité 
nous est offert par un mobile M, placé sur une courbe AS, 
dont il occupe le point le plus bas, et sollicité uniquement 
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pur la prsanleiii', qui acTiiclIeinciii est équilihi-èc par la ré- 
sisluncc de la courbe. Il est 


quelle il oscillera dés lors indéfiniment. Pour peu qu’un 
certain frottement vienne chaque fois détruire ce mouve- 
inenl, le mobile finira par s’arrêter dans sa position pri- 
mitive. L’instabilité aurait lieu au contraire si le mobile 
occupait le point le plus haut de la courbe A'S' : car, à lu 
suite de tout écart, la pesanteur se mettrait à agir pour 
faire descendre le mobile, et, par suite, pour l’éloigner à 
chai|tie instant davantage de sa situation initiale. 

Le thi'oréme que nous voulons démontrer est relatif aux 
forces (jiii satisfont à la condition que —(X</.r-f-Yf/y 4 /.</?) 
soit la différentielle exacte d’une certaine fonction des coor- 
données, — ce qui est, avons-nous vu, le cas généi-al des 
forces de la nature. — Dans une telle hypothèse, la variation 
de force vive d’un système, doué d’un mouvement quelcon- 
que, entre deux positions déterminées, est représenté par 
— Lorsque le système 
passe par une position telle (pi'à ce moment précis les forces 
extiM'ieures s’y trouventen écpiilihre, la fonction y, 
prend nécessairement une valetir maxima ou ininiina, puis- 
ipie le travail éh'-mentaire des forces motrices, qu’elles 
satisfassent ou non à la condition ci-dessus de la différen- 
tielle exacte, est alors égale à zéro. Ola poM*, le théorème 
annoncé est le suivant ; 


clair que, si ce mobile est 
très-peu écarté, à droite et 
à gauche, de sa position, la 
pesanteur, qui cesse aussi- 
tôt d'être équilibrée, puis- 



M 
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Si la fonction ®(.r,, est nn maximum, la jkh 

silion (anTCspondant(! est nno imsition d'e'qiiilihre niable; 
c’est-à-dire (in»! si le système, an lien d’y passer avec une 
certaine vitesse qui l’entraîne an delà, s’y trouvait d’abord 
en repos, et qn’on l’en éeartàt très-peu, il tendrait inévita- 
blement à y revenir. 

Si an contraire cette fonction est nn minimum, la position 
correspondante est une position d’équilibre imitable. 

Supposons donc que la fonction prenne une valeur maxi- 
ma. Soient j.-„, y„, z^, x'n--- les coordonnées correspondant 
à la position d'équilibre. Imaginons qu’à partir de celte po- 
sition les mobiles reçoivent de très-petites vitesses, en vertu 
des(|uelles, au bout d’un certain temps l, ils occupeionl de 
nouvelles positions dont les coordonnées .r,, y,, r,, jf',... dif- 
féreront fort pen des anciennes. Ilepréseiiions par p, q, 
r, ;)'... ces très-légères diflérenees, en sorte que 

l = a-',— y .le prétends que 

CCS quantités p, q, r, p ... demeureront très-petites quelle 
(pie soit la longnenr du temps ipi’il plaira de considérer. 
D’où il résultera que les mobiles ne pourront (pie .se mou- 
voir à droite et à gauche, dans de très-faibles limites, et fi- 
nalement reprendront leurs positions premières, pour peu 
que quelque résistance, telle que le frottement, vienne gia- 
diiellcmcnt amortir le mouvement. 

Kn effet, la variation de force vive, entre les deux jiositions 
susdites, sera 

:• twVj — .ï ;mV’ = r^(a:,,y,,;„a:' ) 

= «r (-«^u -b p, y„ -D î — 'Ÿ (^ 0 - y»' "'u- • • ) • 

Si l’on développe le premier terme du second nombre 
suivant les puissances ascendanti^s de p, q, r,... on sait ; 
1” que, d’apiés la propriété des maxima et des miniina , la 
somme des termes dépendant des premières puissances sera 
nulle; 2" que la somme des termes du second degré pourra. 
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clans le cas du inaxiiiiiim, se di’îcomposer ai aiiianl do cam*s, 
pn'côdôs du signe «i(;/«,9,(iu’ily a dans la l'üiaTion do varia- 
bles indopondanlos. Si donc on désigne par 11 la somme de 
tous les lorines rolaiifs aux puissances suporicuies à la so- 
condo, il viendi a : 

. 2ii»nv; — (V’+ B’ + e +•....) + K; 

A*, C’... repix'îsontanl les carrés susdits, (|ui dcviaincnl 

nalurollement tous nuis on inomo temps que p, q, r,... et 
ipii sont tous très-petits on mémo temps que ces dernièios 
(|uuntilés. 

ür, je dis que si les vitesses initiales V„ ont été choisies 
siiliisammcnt petites, aucun. des canrs A’, B^... ne pourra 
Jamais èti e égal à Car si, à un cerlain moment, le 

plus grand de tous, le carré A’, par exemple, pouvait lui 
être égal, on aurait : 

V ! — (B* -1- C’ -1- ....) + B. 

Mais celle relation serait évidemmeul une absurdité : car 
si les vitesses V(,onl •'•le prises sunisammenl peliles, les car- 
rés B%C’,... tous inférieurs à qui est une (|uanlilé 

très-petite, sont eux-mêmes fort petits, cU, par suite,;), q, r, 
sont aussi petils (|ii’on le voudra. D’après cela, un seul de ces 
cairés B-, C’,... qui ne renferment que les secondes puis- 
sances de p, q, r,... sera plus grand (|ue le reste total K, 
composé de puissances supérieures à la seconde. Il en ré- 
sullerait cpic -jwt V,*, cpii est essentiellement positif, serait 
égal à une cpianlilé m'-gative, ce qui est absurde. Il demeure 
donc acquis qu'on peut inqu imer à tous les mobiles des vi- 
tesses sullisammenl iieiites, iioiir ciu’ils ne s'éloignent Jamais, 
quel epu! soit le temps écoulé, au delà de très-faibles dis- 
tances de leni’s positions primitives. 

.Si la fonction est un minimum, les carrés l’é, C’... soûl, 
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«l':i|)rès l(‘s règlos piV-oédc'iniiioiil invoquées, affeelés du si- 
{jne au lieu de lelre du si;;uc — . Alors la déiuoiistralion 
ci-dessus ne s'a|>|)li(|iie plus, el rien ue s'üi>puse à ce que 
ces cai res devienueiit égaux à - ; wi VJ, el niénie supérieurs 
au delà de toiiles limites. Doue aussi les variations de coor- 
données p, q, peuvent prendre des valeiii's inrinimenl 
croissantes, ce <pii est justement l<i cas de l’instabilité de 
l'équilibre. 

Nous pouvons faire une application très-simple do ce théo- 
rème à un système de corps soumis uniquement à la p(‘san- 
leur, et ru-s d’ailleurs entre eux d'une manière quelconque. 
Prenons l’axe des z vertical, et soit ", r”... les poids de 

ces dilTérents corps; z, z', z",... leurs coordonnées veiMi- 
cales relatives à la position d'équilibre du système. La quan- 
tité -\-7jHz) SC réduira à ..)</?, 

et la fonction rj correspondante sera (t:- 1-"'-I-"''-I-...)?, 
laquelle, pour la position d’équilibre, aiiia la valeiir 
t.z + t:'z'-{--"z"+ ... L’équilibre sera stable si cette valeur 
est uu maximum, el instable si elle est un minimum. Or, si II 
est 1(* poids total du système, el t l’ordonnée verticale du 
centre de gravité, on devra avoir 

-L Tt'z' -L ....== 1 1 ^ 

Lela résnite de T. = mg, ~'=i>i'g,... n = .M</, el de la défi- 
nition du centre de graviti-, d’après laquelle 

tnz -I- m'z' = iMÇ . 

La quantité IIÇ, qui représente la valeur de la fonc- 
tion pour lu position d’équilibre, montre que l’équilibre 
sera stable si II Ç est un maximum, c’est-à-dire si Ç est le plus 
grand possible, et que l’équilibre sera instable si t est un mi- 
nimum. Or, la force IT agissant de haut en bas, il faut comp- 
ter les Z' de liant en bas. Donc la stabilité correspondi“j nu 
cas où le contre de gravité est le plus loin au-di‘ssous du 
I. 
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S2i 

|il:m des .ri/, « Vsi-iKlire (|iiuiul il est lo plus bas possible, cl 
rinslaliililé, au i-as où il est le plus haut iwssible. 


E<|ualioiis ilu ■iioiivemeni cl tic l'cqullibrc dnnN le 
enw lie forces iiislanlaiiccs. 


l'id. — Nous avons di'jà eu occasion de considérei- des 
actions iimlaiilam'cs en Icailant de i'inlroduction et de la 
suppression l)i ns(|ne des liaisons d'un point matériel. 

D’une manière j;én(-rale on noinmc forces instantundc* 
des forces <pii Jouissent de la propriété d'imprimer des vi- 
tesses linies aux masses (|u’elles soliicileut pendant un 
temps extrêmement court et le plussou\ent inappréciable 
a nos organes. Cette circoiistanec implitpic que ces forces 
aient une très-grande intensité : car, si m est la masse qui 
rct;oit la vitesse V au bout d'un temps très-court T, on aura 
la relation ;«\' = 1’,t, en repri-seiitant par P, une valeur 
moyenne de la force, telle ipie, son action ayant lieu d’une 
manièia! coiislaiiti; pendant la même durée T, la vitesse 
commmnquée suit pn'cisi-ment celle (|iii résulte de la force 
instantanée elle-même. .Mais de cette relation on déduit 

P, = , ce qui montre ipie, la durée de l’action étant très- 

courte, la valeur moyenne de la force instantanée est très- 
grande. 

Ainsi, considérées eti elles-mêmes, les forces instantanées 
diO'èreiit des forces ordinaires en ce qu’elles sont beaucoup 
plus iiittaiscs et beaucoup plus rapides. 

.Mais une autre diil'érence, essentielle au point de vue du 
calcul, c'est qu’un ne cuniiait jamais cette intensité ni la lui 
de su variation |H.mdant sa durée. On ne peut donc pas faire 
figurer ces forces dans le calcul de la même manière que 
les autres, üti y panient en remarquant que ces forces 
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sont toujours assignées par la quantité de mouvement 
qu’elles sont susceptibles de produire. En d’autres ternies, 

on connaît la valeur de l’intégrale J* Vdl, étendue à la du- 

T de l’action, valeur qui est précisément représentée par 
une certaine quantité de mouvement mV, assignée à prier*. 

Ainsi, toutes les fois qu’il s’agira de faire figurer une force 
instanlauée dans les équations, il faudra se rappeler qu'on 
connaît d’avance la vitesse qu’elle imprime à une certaine 
masse, supposé entièrement libre, mais qu’on ne connaît 
individuellement ni P ni ?. 

D'après cela, les équations du mouvement s’établiront fort 
ais(‘ment de la manière suivante : 

Reprenons les équations (A), (A').... 


X + L = m 


dx‘ 

W' 


X'H- L'= m 


, d^x 

W’ 




Z -t-N :=m 


æz 


et supposons que X, Y, Z, X'... y représentent les compo- 
santes de forces instantanées. 

Bien que ces quantités ne soient pas directement connues, 
on n’eu a pas moins le droit d'établir les équations ci-dessus, 
comme dans le cas de forces ordinaires, parce qu’il n’y a 
aucune raison de supposer que les lois générales de la méca- 
nique ne s’appliquent pas à ces forces spéciales. Remarquons 
que L, M, N, L'... sont des quantités du même ordre que 
X, Y,.. . car elles représentent les composantes des l'éactions 
instantanées des liens, qui se développent en correspon- 
dance des actions instantanées extérieures. 

Pendant la durée des percumioiie ( on nomme ainsi ces 
actions instantanées) la position des points matériels ne 
change pas sensiblement, et on peut les regarder comme 
constantes. 

21 . 
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iiU<!-gi'oiis (-li:i(‘uiic des ë({iiaiioiis ci-dessus par rapport au 
leiiips, pour la ilur('‘c totale des percussions. Les premiers 
membres repiV-senteront alors les quantités de motivemenl 
engendrées séparément par les forces iiistantuiiées et par les 
réactions correspondantes sur les points matériels suppost-s 
libres; les seconds membres représenteront les quanlitcs de 
mouvement acquises par les points matériels sous la doubli* 
influence des forces et des liens auxquels ils sont ell'ective- 
ment soumis. Si donc nous désignons par r, u, w, r',... les 
vitesses inconnues acquises par les divers points du système 
après les percussions, et par a, h, c, à les vitesses con- 
nues qu’ils recevraient respe<-tivement des forces insianla' 
nées, s'ils étaient libres, les équations intégrées pourront 
s’écrire : 


On a vu au n” 129 que les quantité‘S L, AI, N, L... repié- 
senlent en réalité- autant d’inconnues distinctes t”, t "... qu’il 
y a de liaisons; et que, si l’on fait la substitution dans les 
équations du mouvement, un fait figurer chacune de ces iii- 
ronniu-s multipliée par une certaine fonction des courdon- 
n«'-es. Les intégrales ci-dessus représentent donc p intégrales 


distinctes,, de la forme idt , respectivement multipliées 


par certaines fonctions des cuurduiiiiées. (^es foiu’lions sont 
eu effet hors de l'intégration, puisque la position des mobiles 
est consiili'-rét- comme ne changeant |ias pendant la durée de 
la percussion. Un peut édiminer ces p intégrales, traitées 
comme autant d’inconnues, entre les équations (,I ), (i')..» 


(I) 




II 



J 0 
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ci-dessiis; cl on olniciidra 3/i — p rclalioii!> rcnfcrinant les 
iiicoiiniics r, u, ir, i-'.... ]M:iis, d’un aulrc côic, ces vitesses 
doivenl satisfaire aux liaisons du système. Si donc ou diffé- 
reii lie par rapport au temps diacuuc des c(|iintious de liaisons, 

ou aura p uouvclles relations, où ligiireront ~ ^ ,... c'est- 

à-dire r, U.... Ou aura ainsi fmalcmcnl 3« é(juations pour 
déterminer les vitesses composantes, qui sont les incon- 
nues de lu <iuesiion. Quant aux coordonnées qui ligurent 
aussi dans ces relations, elles ne sont point ineonniies, pnis- 
tpie les percussions irallèrenl pas les positions des mobiles, 
et que celles-ci sont naturellement suppost'cs connues au 
moment où les percussions commencent à agir. 

.\insi on déterminera les vitesses engendrées par des forces 
instantanées, absolument comme ou détermine des vitesses, 
au bout d’un temps quelconque, produites parles forces or- 
dinaires. 

Pour le mouvement du système, qui fera suite aux per- 
cussions, nous n'avons rien à ajouter : car nous nous retrou- 
verons dans le cas normal d'un système qui se meut dans 
de certaines conditions de liaisons, en vertu de certaines vi- 
tesses initiales, et qui peut d'ailleurs être ou non sollicité 
par des forces motrices. 

Nous avons implicitement admis, dans la théorie qui pré- 
cède, que tontes les forces étaient instantanées. 

S'il y avait aussi des forces ordinaires, ce iic serait pas 
une diOlculté ; car, leur intensité étant très-faible par rap- 
port aux percussions, on n'en tient aucun compte pendant la 
durée t; en sorte que les résultats déduits subsistent inté- 
gralement. 

Les équations d’équilibre s’obtiennent avec la même fa- 
cilité. 11 suflit d’égaler à zéro les premiers membres des 
3« — p équations du mouvement, ou de refaire le raisonne- 
ment connu sur les relations suivantes : 
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ma -j- j L(li = o, mb+ I Mdl = o, me -i- I Sdt = o, 
m'a' -h I L'dt — o, 

.'o 

Quant aux ronsôqucnccs généialcs, n^lalives laiilau niou- 
vcmciit qu’à rrquilibre, qu’on pourrait piôsentor sur les 
pei'ciissions, la méthode est trop srinblablc à celle des forces 
ordinaires pour que nous croyions utile d’y revenir. 

^ 4 

ThéorcMOs p;énéraax sur rinlrodactlon et la 
Rappresslaa braMiue des liaiseoM d’an Ny^tèmc de 
points matériels. 


CHOCS ET EXPLOSIONS. 

151. — Jusqu’ici nous avons supposé que les liaisons géo- 
métriques du système existaient dès l’origine du mouve- 
ment. Nous allons maintenant entrer dans des considéra- 
tions analogues à celles du u" IIS, c’est-à-dire examiner le 
cas où soudainement, pendant le mouvement des points 
matériels, ceux-ci se trouveraient assujettis à certaines liai- 
sons nouvelles. C’est ce qui aurait lieu, par exemple, pour 
deux points matériels, atlaehés attx extrémités d’un fil flot- 
tant, et qui auraient des mouvements les éloignant de plus 
en plus l’un de l’autre. Tout à coup, la distance des deux 
points ayant atteint la limite de longueur du fil, celui-ci se 
tendra et produira une action brusque en vertu de laquelle 
le mouvement antérieur des deux points sera modifié de 
manière à rester désormais compatible avec lenr distance 
deventic invariable. 

Nous ne nous profiosons pas de déterminer tous les élé- 
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mrnts dn moiivomoiil qui succcd<' ainsi à nu liriisqin! plu'-- 
iioinôiie d'iiilrodiiclion ou do supprossion de liaisons dans 
rinléi’ioni' d’un sysiinno goonii'li iipio. Xons voulons sonlo- 
mcut déinontior doux lliôoronies, relatifs à la force vive, et 
(|ui ne sotit que la géin'Talisation di; ceux di'-jà dénionirés 
pour le point inal(>riel uniipie. Conservons d’ailleurs pour 
chaque point les inêincs expressions de ritesne voii-u-rrrc, 
perdue et gagnée. Les deux llii'urèines en question sont 
les suivants :■ 

1" Quelles que soient les liaisons hrnsqueinenl inlrodnites 
entre les points d’nn système, oai entre ces points et des 
courbes ou des surfaces fixes, la force vive du système avant 
rintrodiiclion est «•gale à la force vive après, plus la force 
vive corresjiondant à rensemble des vitesses ptu dues et ga- 
gin'-es par les divers points dn système. 

2’ Quelles «pie soient les liaisons Ijinsqnenient snppri- 
inces, la force vive après la suppression est égale à la force 
vive avant, plus la force vive correspondant à l’ensemble 
des vitesses perdues et gagnées par les divers points dn 
système. 

Lu résunn’‘, l’introduclion de liaisons diminue la force 
vive, et la suppression rangmente de la «pianlili- «pii l•orr^•.v 
pond aux vitesses perdues et gagnées. Quant à ces vitesses 
elles-nu’“mes, elles sont, dans les «leux cas, augmenU-es pour 
certains points, diminuties pour d'antres, mais contribuent 
toutes à la fois soit à la perle, soit an gain de la force vive 
totale du système. 

15'2. — Iniroducfion Itrnsqiic «le linisons. Nous exa- 
minerons successivement l’effet produit par chacune des 
liaisons qui peuvent figurer dans la coii'litulion d’un sys- 
tème géométrique, et qui se réduisent à celles-ci : 1" lige ou 
fil invariable li«is i>ar les deux exlnimités à deux points ma- 
tériels; 2° fil le long dinpiel certains points glissent libre- 
ment. — Quant aux surfaces ou aux courbes lixes, nous 
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ii'aYoïis pas bobuili de nous en occuper, jxiisque le llicorcmc 
est, en ce qui les concerne, dtimoiUré aii n" 114. 

Soienl donc en ]>reinicr lien dcni.v poinls matériels M cl 
M', doui's de >ilcsses (|iii, à un certain inoineut, sont diri- 
t'ccs buivanl ,MV et .M'V’. Supposons que tout à coup ces 
deux points soient assujettis à rester désormais à la distance 
invariable M .M', oii ils se trouvent actuellement. 

Celte introduction de liaison aura pour effet de traiisfor. 

mer les vitesses MV cl M'V en 
deux autres ,MV,, et M'V', telles 
que , pendant l’instant dl qui 
' suivra immédiatement l'additioii 
de celte liaison, les deux mobiles 
arriveront respectivement aux 
])Ositions N et .\', lesquelles sa- 
tisfonl à la condition que la dis- 
tance IV N' égale MM'. 

ür, on pcutconcevoirla vitesse 
V comme décomposée en deux 
autres, l’iine dirigée suivant M 
et égale à la vitesse conservée V,, l’autre dirigée suivant le 
prolongement du lien JIM' et dont je représente la valeur 
par U. La vitesse V est ainsi la résultanlc de V, et de U. 

Le mouvement du mobile s’effectuerait tout nalurellcmeiit 
suivant .'UN, si la vitesse V, existait seule, au lieu de V. 
Mais puisque ce mouvement se produit effectivement, sous 
riiinueiice de la liaison introduite, il eu lésulte que celte 
inli'oducliun revient à anéantir subitement la vitesse U. 
Doue l’action de la liaison correspond à celle d'une foice 
instantanée qui, pendant un temps exlrèmement court, im- 
primertnt une vitesse égale et contraire à la vitesse U. 

. l*areiliemeul, |>our le mobile M', on voit que la liaison 
icvieiit à produire instantauemeut une vitesse égale et con- 
traire à la vitesse U' qui, combinée avec V’, redonne V. 
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Cela pos»'*, je dis que lu somme des forces vives des deux 
puiiils, après riutrodueliuii de lu liuisuii , est égale à lu 
somme des forces vives primitives, dimiiuiée de la somme 
des forces vives dues aux vitesses U et C', qui, dans la coii- 
struclioii de la ligure, sont toutes deux dos vitesses perdues, 
mais qui pourruieiil être, l'une perdue, rautre gagnée. 

£ii effet, on a : 

= Vj + — 2L’V, cos(lJ, V,), 

cl par suite : 

5 mV’= î mV| + ; >/iC^ — mIJ V, cos (C, V,) (I) 

de même 

; m' V'= ==-; m V’ 4- i m’ ü'* — m'L' V', cos (C', V;) (2) 

d’oii, en ajoutant : 

. ( 3 ) ;-Mi V' + i m' V" = i m\\ + t m' V’| -f- i mL’+ i m — 
— mU V, Cos(C, V,) - m’U'v; cos (U', V',). 

Mais remarquons que l’action iiiti'rieure, développée par 
la liaison en .M, au moment de l’introduction, est, comme on 
l’a déjà dit, égale et contraire à l’action développée en M'. 
Donc mlJ et m'U', qui représentent respectivement les quan- 
titi's de mouvement communiquées par ces deux actions aux 
deux mobiles, pendant la durée extrêmement com te de l’in- 
iroduclion, sont égales et de signes contraires. Les deux 
derniers termes de la précédente équation peuvent alors s’é- 
crire : 

mll[v, cos (U, V,) — v; cos (L’, V;)J ; 
or 
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Colle qiianlilé dcvienl donc : 

~ I M N . cos (M N , M .M ) — M'N' . cos , M M ) j . 

La qiiantilé cuire parcnihès<!s csl celle qui ligure dans 
la diTiionsIralion du n°l/il, cl nous avons fail voir alors 
quelle csl idcnliqueineiil nulle. On peut la reiranclici’, cl 
par suite la reluiion (3) se réduit à 

■ mV' + ; = ! mVj -f- i m' V'; — (1 mü’ + i m' L'=) ; 

cc qui est justement ce que nous voulions prouver. 

On d(''tnoulrerail d'une manière analogue , et en s’ap- 
puyant sur la seconde pai tie da inènie n" 141, (pie la rela- 
tion ci-dossus a eneore lieu lorscpie certains points glissent 
le long d'un fil. Elle a doue lieu fiiialeineul poui’ rciiscnible 
des points du système, (domine d’un autre ciilé elle se vi'-rifie 
pour les cas d'assujeltissenieuts individuels, il en résulte 
qu’on peut écrire en giméral : 

+ mCS 

ou , ce qui revient au im'me : 

. li. Il est visible d'ailleurs que parmi les vitesses U 
quelques-unes peuvent être gagticc» cl non perdue». C’est 
ce (pii aurait lien, par exemple, si, la liaison (‘tant une lige 
rigide, la vitesse M’ Vêtait dirigé-e au-dessous de M’ V'. Mais 
le même résultat subsisterait toujours, comme il est facile 
de s’en convaincre. 

Si l’on suppose les vitesses M V cl faisant entre elles 
un angle aigu, et qu’on prenne des tiges MM' de plus en 
plus courtes, on arrivera, à la limite, au choc immédiat de 
deux points matériels l’un contre l’autre, assujettis après 
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leur choc à rester au coiilact. Les résullats ([ui précèiknt 
s’appliqueroiu iiilegralomeiit à ce phikonièiic. 

Donc, d’une manière générale, toutes les fois qu’entre les 
points matériels d’uii système on introduit brusquement de 
nouvelles liaisons, ou qu’il survient des chocs entre des 
points qui restent au contact après le choc, il y a toujours 
perte de force vive, et cette perte est égale à la somme des 
forces vives dues aux vitesses perdues ou gagnées par les 
divers points. 

Il n’en est pas de même de la quantité totale, de mouve- 
ment, qui ne change pas par suite de rintroduction de liai- 
sons mutelles, et qui ne varierait qu’aiitant qu’on introdui- 
rait des assujettissements individuels. Les réactions insuiu- 
lanées ou continues des liens , étant toujours égales et de 
signes contraires, sont nécessairement sans inilueiice sur la 
quantité de mouvement; ainsi, du reste, que nous l’avons 
examiné en détail aux numéros 130 et suivants. Il ii’y arien 
de surprenant à ce que la foree vive change quand la quan- 
tité de mouvement ne change pas : cela tient à ce que la 
vitesse figure différemment dans chacune des deux expres- 
sions, et que des variations de sens contraires, qui se com- 
pensent dans des quantités prises à la premièi’c puissance, 
ne SC compensent plus quand on les prend à la seconde. 

153. — SuppresHion brusque de« llalMins. Supposons 
actuellement (pi’ati lieu d’une introduction de liaisons on ait 
nnc suppression brusque on une explosion, qui ait pour ré- 
sultat de rompre violemment les liens et de lancer les mo- 
biles dans des directions quelconques , autres que celles 
qn’ils auraient respectivement suivies en vertu de leui’s liai- 
sons primitives. Je dis que dans ce cas il y aura toujours 
accroissement de force vive, et que ce gain sera égal à la 
somme des forces vives dues aux vitesses perdues ou ga- 
gnées par les divers points matériels. 

Soient en effet deux mobiles qui, d’abord assujettis à rester 
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^inaielneIlt donc, louti's les lois que dans un système quel- 
conque il se produit des ruptures brusques de liaisons ou 
des explosions entre les divers points de ce système, il y a 
gain de force vive, et ce gaiu est égal à la somme des forces 
vives dues aux vitesses perdues ou gagnées par les divers 
• points du système. 

Ces plieuomèiies sont d'ailleiii-s sans aucune influence sur 
la quantité totale de mouvement. 
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1.S4. — Nous nous proposons ici d'appliquer aux systèmes 
i;éoni('-iriques la méthode qui a fait l'objet du cinquième 
chapitre du livre n, et qui au fond ne diiïère pas de celle 
qui a clé employée dans le chapitre précédent. Elle repose 
sur le principe det mumenU virtuel» étendu aux assem- 
blages quelconques de points matériels et consistant en ce 
que : 

Dans tout mouvement d'un système géométrique libre ou 
assujetti, la somme des moments virtuels des forces exté- 
rieures est égale à la somme des moments virtuels des forces 
conservées. 

Quant aux systèmes dynamiques, l'usage de celte méthode 
est tout à fait sans intérêt, ainsi que nous le verrons plus 
loin. Il en est de ces systèmes comme du point matériel 
libre, au n" 117. 

Nous allons d'abord reprendre , en les généralisant , les 
définitions posées dans le chapitre précité. 
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Df'fini/iuti*. 


Un nomme potilionx rirluelle* des points matériels d’un 
système (|uelcunque, les positions que pouiraieiit occuper 
siiniiltani'iiient les points de ce système, sans altc-rer les 
liaisons de toute nature auxquelles ils sont soumis; ou, eu 
d'autres termes, les positions compatibles avec rcnsemble 
d(>s liaisons du système. 

On nomme de même mouvements ou de'p/aeeineuf» vir- 
tuels des points , les mouvements simultanés dont les tra- 
jectoires ne passeraient que par des positions virtuelles. 

Ainsi : 

Pour un système dynamique libre, tous les points de l’es- 
pace sont des positions vii tuelles; car avec des forces d’in- 
tensité et de direction convenables on peut y amener simul- 
tanément tous les mobiles de ce système, sans altérer en 
rien leurs liaisons, (|ui se réduisent à de pures forces mu- 
tuelles qu’on peut toujours combattre par des actions exté- 
rieures suilisantcs. 

Au contraire, pour deux mobiles, par exemple, liés en- 
semble au moyen d'une tige invariable, les positions vir- 
tuelles seront restreintes à celles qui satisferont à la condition 
que la distance reste égale à la longueur de la tige de liaison ; 
en sorte que, si l’un des mobiles occupe déjà une certaine 
position déterminée, le mouvement virtuel de l’autre ne peut 
se produire que suivant la surface d’une sphère dont le centre 
serait le premier mobile, et le rayon la lige considérée. .Si 
en outre l’un des mobiles est assujetti à demeurer sur une 
courbe ou snr une surface donnée, il faudra que les posi- 
tions virtuelles satisfassent à nue nouvelle condition, consis- 
tant en ce que le mobile en question n’abandonne pas cette 
courbe ou celte surface. 
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Parcillemeiit pour trois inobilos, dont deux liés aux ex- 
trémités d'un fil (‘t le troisième glissant le long de ce fil, les 
positions virtuelles seront restreintes à toutes celles pour 
lesquelles la soinnie des deux distances demeure constante ; 
et, si en outre les deux points matériels extrêmes sont inva- 
riablement fixes, les positions virtuelles du troisième se ré- 
duiront aux points d’un ellipsoïde , et ses trajectoires vir- 
tuelles à toutes 11*8 ligues (pi'on pourra tracer sur celle 
surface. 

A. B. Dorénavant, quand nous parlerons de positions 
virtuelles et de mouvements virtuels, il sera entendu qu’il 
s’agit spé'cialenient des positions infiniment voisines et des 
éléments rectilignes ipii les joignent aux mobiles du sys- 
tème. 

Quant aux moment* virtuel*, aux force* conterrée*, etc., 
nous n’avons rien à ajouter à ce (jui a déjà été convenu dans 
le n“ 116. 

Cela posé, nous allons procéder à la démonstration du 
priiKÛpe des moments virtuels. 

155. — Soit donc un système quelconque, dynamique ou 
géométrique, libre ou assujetti. Soit m un point matériel 
de ce système, P sa force extérieure, I sa force intérieure, 
et X, Y, Z, L, M, X les composantes de ces deux forces sui- 
vant les axes de coordonnées. Soit enfin une droite quel- 
conque, menée par le point /«, et $* une portion arbitraire 
de cette droite, dont les projections, suivant les axes, se- 
ront désignées par oy, de telle sorte que les angles 
de cette même droite auront respectivement pour cosinus 

Sx ôy Sz 

0.5 ’ Ss ' S*‘ 

Nous supposerons d’ailleurs, comme au n" 117, les (pian- 
lités Jx, Sy, Sz, S* infiniment petites, ce qui n’allèivra en 
fieu la généralité de la position de celle droite. 
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Eh s'appuyant sur le même principe que dans le n“ pre- 
i'ilé, un éuiblira la incnic relation (2), savoir . 


Xo.c ^ Z Jî 4- L5.r Moy ^ = 

f(lv ^ . (lu ^ ^ dw 

Ht 


/ dv V du » 


dz 


laquelle sigiiitie que le niomenl de la force cxléricurc, plus 
le moment de la foice intérieuie, suivant une direelion lonl 
à fait quelconque, est égal au moment de la force conservée ; 
proposition qui n’est que la transformation algébricpie de 
celle qui exprime que dans le mouvement projeté suivaut 
une droite quelconque la somme des composantes des forces 
extérieure et intérieure est égale à la masse du mobile 
multipliée par son accélération. Nous partons ain'si de la 
même bas<! qui a servi à édifier les théories du idiapiire pré- 
cédent : nous devrons donc arriver exactement aux mêmes 
résultats. 

Pour un autre point matériel m' on établira une relation 
tout à fait semblable. .Si nous en faisons autant pour cliacim 
des points du système, et que nous ajoutions ensemble toutes 
les relations ainsi obtenues, il viendra ; 

{y) 1 {\o.v -P Y H Z 1 (L5a; -H M 'îy -f X = 



équation dans bupicllc les directions de toutes les dioites 
menées par les divers points sont absolument arbitraires. Si , 
lions voulons que les moments considérés soient des mo- 
ments rirtuch, il faut exprimer que les directions de ces 
droites sont celles de déplacements compatibles avec l’eii- 
semble des liaisons du système. 

Quand le système est dynamique, toutes les directions 
sont virtuelles, ainsi qu'on l’a expliqué plus haut. Par coiisé- 
t. *2 
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qiioitc, $x, ètf, Sz, pfuvntt avoir des valeurs tout ù 

fait »)uel( Oiu]iu‘sel iiKli'iuMulanles les unes des autres, ce qui 
exige, pour tpie 1 équation ci-dessus soit coiistanimeiit satis- 
faite, (pi’oii ait séparéinciii pour chacune de ces quanlitcs ; 


V . I »■ . .. 


X' 4- L' = m‘ 


, (/«' 
lit 


en sorte (pi’on retombe iinniédiatenienl sur les éqiiaiiuiis 
connues du inouvenient des systèmes dynamiques; aussi ne 
nous en occuperons-nous pas davantage. 

Si au contraire le système est géométrique, toutes les di- 
rections ne sont pas virtuelles. Mais pour celles qui satis- 
font à cette condition, je dis que la somme des momeiits 
correspondants, dus aux forces intérieures, est nécessaire- 
ment nulle. Pour le démontrer, il sulTit de refaire des rai- 
sonuements identiques à ceux qui ont déjà été présentés au 
11 ° 141, quand il s'est agi de faire voir que la somme des 
travaux élémentaires des forces intérieures est égale à zéro 
dans les systèmes gi'-oim’-triipies libres ou assujettis. tncQet, 
tout ce (pic nous avons dit alors reposait sur les deux bases 
suivantes : 1° i|uc les liaisons subsistaient inti'-gralement au 
bout du di’placemenl considéré ; 2” que ce déplacement était 
inliniment petit. Ui', ici les liaisons subsislent dans toutes 
les positions virtuelles du système, puisipie c’est là la déli- 
nilion même d('s positions virtuelles. D’ailleurs, les ligiu« 
J.r, iy , .... cpii joignent ces positions virtuelles aux mobiles 
sont, par hypothèse, inriniment petites. Donc la même dé- 
monstration subsisterait pour faire voir que la somme des 
moments virtuels des forces inti'rieures est nulle. Par suite 
l’équation a) se réduit à c(‘lle-ci : 

(.M) l(Xo.c 1-4 oy-f- Z os) = + ^ • 
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£Uc exprime que lu summe de» mumeiils vii iiicls dci> lurecb 
cxléricures ebl égale ù lu &umine dos moments virtuels des 
forces conservées. 

Elle est identique dans su forme avec celle qui conviendrait 
ù un groupe de points matériels libres indépendants les uns 
des autres. .Mais il y a dans le fond cette difl'érence essen- 
tielle, que les droites Sx, oy , ..., au lieu d’étre menées dans 
l'espace d'une manière quelconque, iie représentent plus 
que des directions compatibles avec l'ensemble des liaisons 
du système. Eu sorte qu'il faut cxi)rimer que les points de 
l'espace qui ont pour coordonnées x+Sx, y + oy , s+Sx, 
:' + 5x', sont des imsitions virtuelles, ou, eu d'au- 

tres termes , que ces courdoiiuécs satisfont aux équations 
de liaisons, aussi bien que les coordonnées x, y, z, x ', .... 
elles-mêmes. 

Soient doue f=o, '^ = o, /_=o, .... les diverses équa- 
tions de liaisons du système. Il faut y substituer x + oa; , 
y oy , .... à la place de x, y, .... ce qui nous donne : 



Ce système d'<'•quations(^■), réuni à l'équation (.M), exprime 
les conditions delà (piestiou, puisque les droites par rapport 
auxquelles sont pris les moments des forces se trouvent as- 
sujetties à n'uvoir que des directions de niouveineuts virtuels. 

Les quantités ox, oy, oz, ox', .... étanl d'ailleurs (jucl- 
conques, dans la limite des restrictions (pie, nous venons 
d'indi(|ucr , il faut eu éliminer autant que possible eutre 
«. 
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les équations (N) et (.M), et ensuite annuler sêpnrêmet^ te 
eoeflieieiit de eliaeiiiie des quantités restantes. SSl y f 
équations de liaisons, un pourra éliminer de CCS qtiai^tés, 
ee qui réduii a à 3/i — /< le nondirc de celles qui continue- 
ront à ligurer dans l'équation (M); et en égalantà zcreliwrs 
eoelTieients, on aura .‘i« — ;> (■(luations entre les forces cx- 
tcTieures ei les coordonnées. Ce seront là les in — p équa- 
tions du inouvcincnt, qui, réunies aux ;> équations de liaisons 
/■= O, cp=o, .... permettront de résoudre complètement le 
problème. 

Les in — P éqiialions du mouvement que nous obtenons 
ainsi sont identiques à celles qu’on trouvait par une autre 
méthode dans le eliapiire précédent, ün se rappelle, en effet, 
que le procédé de calcul consistait a exprimer L, M, N,..i. 
en fouclion des tensions du système et de leurs angles, entre 
les points deux à deux; que ces tensions constituaient au- 
tant d'inconnues distinctes qu'il y avait d'i'quations de liai- 
sons; qu'on éliminait entre les Sn équations (.\), (A).... 
ces P inconnues, et qu'il restait iinalemcnt Sn — p relations 
entre les forces extérieures t‘t les coordonnées, ür, quelle 
que soit la méthode suivie, on ne peut jamais arriver qu'à 
un même système d'équations provenant de l'élimination. 
Par conséquent, les 3 « — p éiiuations ne diffèrent pas de celles 
déjà trouvées. 

156. — Nous n'avons rien spécifié sur la manière de faire 
l’élimination des p quantités ôa:, oy, .... entre l’équation (M) 
et les équations (N). Il est certain, en effet, que le résultat 
est parfaitement indépendant du mode de procéder; par 
conséquent, il n’y a pas lieu de s’en préoccuper au point de 
vue de la marche générale du raisonnement. 

Mais les proei'-dés de calcul, bien que donnant des résul- 
tats dérmilifs identiques, déterminent , dans la transition, 
certaines formes d'écpiations qui peuvent mettre en évidence 
des propriétés iiitén'ssantes à remarquer. 
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A <‘ci piïi‘t (‘inployoïis, pour offctliier rt-liiniiKKioii (loin 
lions avons paiic'*, la inôdiodc diln des eoeflivit-nlx l'/idt'ler- 
ininéit, à laipicllo nous avons di-jà en icconi's an n” 118. 
Oüo méthode consiste, comme on s’en souvient, à mnlti- 
pliei' chacune des (■(|iiations par nne constante iiidctermiiK'e, 
à ajouter toutes les équations entre elles, cl à détminiuer 
ensuite ces constantes par la condition que les muliiplicu- 
leurs des inconnues, qui contiennent nécessairement les cons- 
tantes en question, soient S(‘purémeiit nuis. 

.Multiplions donc respectivement h‘S équations (N) par des 
coellicipnis indéterminés u, v, .... et ajoutons toutes ces 
équations avec réqualion (M); il vient alors : 


Choisissons les indéterminées X, fx, v, .... de telle sorte 
que chacun des multiplicateurs de Sy , .... soit nul. Il 
vient alors les 3/( relations : 



/(Iv ^ du ^ dw N \ , fdv\ , . \ 


('•) 
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Si ('litre Ces ">i (‘(|ii:uions on (■liminc u, y, .... il resteru 
3w — P relnlioiis entre les forces exIiM'icuri's X, Y, Z, X', . .. 
cl les coordonni'es. Ce seront |)i'(Vis('inenl les 3« — p c(|iia- 
tions (lu inoiivenieni cherchées. 

Sans eiï(*ctucr celte élimination, nous allons déduire des 
équations (L) une conséquence inti'n'ssanic. 

Remarquons, en elîel, qu’en re|)résentant par L, M, N les 
trois composantes suivant les axes des forces de liaisons 
agissant sur le point m, parL', ]\1', X', les com|)osaiites ana- 
logues pour le point m', et ainsi de suite ; on a les .3« re- 
lations conniK'S : 

(A) X-f-L = m^, Y-|-.\1 = ih^, Z-+-N=w«^, 

(A') X'-f- L':=wi' 


En comparant ces relations, chacune à ( ha(’une, avec les 
relations (L), on voit que, les seconds membres étant égaux, 
les premiers doivent l’être aussi, et que par. suite on a : 




Considérons d’abord la première de ces relations. La 
quantité L, qui est la composante suivant l’axe des x de la 
force totale des liaisons aboutissant au perint ni , est égale à 
la somme des composantes des forces (pii représentent 
respectivement ces diverses liaisons : c’est donc là ce que 
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r«‘|)r(‘scnic aussi lo socoiiil nioiiibir. Or, lelermcÀ étant 

If! seul où ligure l'équation de liaison f =o, est aussi par 
conséquent le seul (|ui puisse représenter lu l'orce de liaison 
correspondant à cette éqiiai ion /'— o et agissant au point;;». 
Donc >. ^ est égal à la composante suivant l’axe des x 

de la force intérieure en m due à la liaison f=o. Et ainsi 
de suite pour cliacuii des autres termes. La seconde équa- 
tion montrerait pareillement que X est égal à la compo- 
sante suivant l'axe des y de la force intérieure en ;;» due à 
la liaison f=o. Et de même pour tous les autres termes et 
pour toutes les autres équations. 

.... . 

Ainsi les trois quantités 'epresentent 

respectivement les trois composantes suivant les axes de la 
force intérieure en ;;» due à la première liaison f=o. Sem- 
blablement les trois quantités u ^ , w ^ sont les 

' (IX ‘ dy • dz 

composantes de la liaison 9 = 0; etc., etc. 

Par suite, les valeurs de ces diverses forces intérieures 
sont faciles à calculer; car, soit t la force intérieure agissant 
en m et due seulement à la première liaison f— o : on aura, 
en appelant a, c, 7 ses trois angles avec les axes : 


^ df . P • (If 
« cos « = A , » cos ê = A -r-, 

dx ■ dy 


, df 

I cos V = A î 


d'où résulte 


en désignant abréviativement par 11 la quantité 
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On a de mt'mc : 

ros « = Il ^ , cos c = H ^ , cos v Il ^ . 

<(.r ■ “y 

On Irouvcrnilpnreillonient, pour lepuiiU »i', que la force 
intérieure i, due à la même liaison f~o, donne lieu aux 
relations 

V ^ <11- «-I II- • ti- ‘ff 

I = ÎT 7 cos « = H jL; cos O — H ^ cos 7 = H ^7 ; 

H dx dy ' dy 

et ainsi de suite pour chaque liaison et pour chaque mobile. 

Coiiitequeticc». 

l- La constante indéterminée X est propoiTionnelle à la 
force intérieure due en chaque point à la liaison f—o ; la 
constante y. est jiareillemeut proportionnelle à la force inté- 
rieure due en chaque point à la liaison -^ = o j etc. 

T La force intérieure i, qui agit en m par suite de la 
liaisr)!! f=o, est normale à la surface qu’on obliendnût, si, 
dans l'équation f=o, on regardait toutes les coordonnées, 
excepté celles du point ?n , comme constantes , on , en d’an- 
tres termes, si l’on regardait tous les points comme fixes et 
le point m comme seul mobile. C’est ce qui résulte des va- 
leurs des cosinus des angles, ipii sont justement celles qni 
conviennent à la normale de la surface en »n , et qu’on a eu 
occasion de i".ippelcr au n" 101. Cette consi'-quence ékiit, du 
reste, facile à pri-voir: car le mobiles», par suite de sa liai- 
son f=o,sa trouve assujetti : 

Soit à demeurer à une distance invariable d’un autre mo- 


MÉTHODE DSS MOlIVEMEiNTS VIBTUEI^. ’Htü 


bi.'o, cc qui l'oblig** à se mouvoir sur la sphère doiU eelui-ci 
esi le ceiUre ; 

Soit à glisser le long il'un lil doiU les deux exlréiuilés sonl 
invariablemeut liées à deux autres mobiles, ce (jiii l’oblige 
à se mouvoir sur l’ellipsoïde dont les deux derniers mobiles 
soûl les foyers ; 

Soit à demeurer sur quelque courbe ou surface donnée, 
indépendante des autres points. 

Dans tons les cas, la force intérieure, due à la liaison, sc 
trouve nécessairement normale à la surface représentée par 
l’équation f—o, où toutes les coordonnées, autres que celles 
du point m, seraient regardc-es comme constantes. 

3" Les forces intérieures, ducs à la même liaison dans 
différents points, sont nuinéritiuoment égales et opposées 
deux à deux. En effet, l'équation /'=o, soit qu’elle exprime 
que la distance des deux points ni et m' reste constante, suit 
qu’elle exprime que ces deux points glissent le long d'un fd 
de telle manière que c’est la somme des distances partielles 
qui est constante, est nécessairenient symétrique, au signe 
près, par Vapport aux coordonnées a-, y, z, et a-', y', z’ : 
car ces quantités figurent dans l’éiinaiion f=o par des binô- 


mes, tels quc(. 


•.r’). D’après cela, les quantités et 


dx 


seront égales cl de signes contraires, et H et II' seront 
égaux. Donc les intensités de i et i', dans les relations ci- 
dessus, seront égales , et les cosinus de leurs augics seront 
égaux cl de signes contraires, .\insi cos forces serout égales 
et opposées, et ne seront autre chose que la tension que uous 
avons déjà désignée par »' dans le n“ 1 29. Les valeurs de 

L, M, N, L' écrites ci-dessus mettent bien clairement 

en évidence la véritable signification de ces quantités dans 
les équations du inunvoment (.\), (A'),.... On voit qu’elles 
représentent en chaque point la somme des composantes, 
suivaut le même axe, de tontes les forci« intérieures prove- 
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aant des liaisons muiuelles aboutissant au même poittU &i 
(luelqiie mobile se trouve spécialement assujetti à demeurer 
sur une courbe ou sur une surface domicc, la constante 
indéterminée par laquelle on aura multiplié l’équation cor- 
respondante aura la même signification que plus haut, rela- 
tivement à la léaction normale de cette courbe ou de cette 
surface. . . < , 

157. — Actuellement revenons à l’équation générale des 
moments virtuels, 

(M) i(X^a!-l-Yoy-+-Z5î)=im ’ 

et montrons comnieut elle se prèle à tontes les déductions 
déjà obtenues dans le cliaiiitre iirécédenl. 

1" — Propriétés (le la qunnlUé de iiioiiveinenl et du 
rentre de gravité. Si le système est parfaitement libre , on 
peut prendre pour positions virtuelles des points materiels 
celles (|ui sc troineraient à l’extrémité d’éléments rectilignes 
égaux etparallèb's, menés dans des directions quelconques 
par ces divers points matériels. Car la figure géométrique 
affectée par ces positions est la même que celle qu’affectent 
les mobiles : par suite, les liaisons existant entre ces mo- 
biles ('onvienuent à ces positions. De telles positions vir- 
tuelles résulteraient de la translation de tout le système, 
parallèlement à liii-mème, et sans en altérer aucunement la 
forme géométriciue. Dans le cas où nous nous plaçons, les 

quantités uj-, sont égales entre elles j de même $ij, 

Jy',.... et de même aussi 'îc, ??', L’équation des nio- 

meuls devient donc : 


^ V V I V V* I ^ V *7 ^ V dtp 

u.r jiX -i- (jy - 1 Oï -Z =ox i m ^ -f- oy 2, m ^ -f- 0 r i tn -v 


di 


dt 


Or, 5y, ds étant indépendants entre eux, puisque les 


MÊTnonF, nés MorvF.MEM-s vinroEts. ihl 


élHrtH’nlR rociilignps ppuvcnl monés dans nne diroction 
qnelronqiie, on doit avoir sôpaipiiipnl : 


ÜX = lm 


dv 


1 \ = 



2 Z = 


div 

dt 


Ces équations ne poiirraienl évidemment pas être obte- 
nues s’il y avait dans le système quelque mobile assujetti à 
demeurer sur une courbe on sur une surface doiint-c. Car 
l’élément rectiligne, mené par ce mobile dans une dii-ection 
quelconque, sortirait de la courbe ou de la surface, et, par 
suite, l’extréinité de cet élément ne constituerait pas pour 
le mobile en question une position virtuelle. 

Les relations que nous venons de déduire étant identiques 
à celles du n' 130, on peut en tirer toutes les conséquences 
connues, relativement à la quantité de mouvement et au 
centre de gravité. 

2" — Propriétés des Aires. Si le système est toujours 
parfaitement libre, nous pouvons prendre pour positions 
virtuelles celles qui se trouveraient à l’extrémité d’élé- 
ments rectilignes, proportionnels à leurs distances respec- 
tives à une droite quelconque, et perpendiculaires à ces 
distances. Ces positions virtuelles sont, en d’auti'es termes, 
celles qui correspondraient à nue rotation simultanée de 
tous les points matéiicls autour d'une droite quelconque, 
sans altérer la forme du système. 11 est visible que, les rel.a- 
tions géométriques entre ces positions étant les mêmes 
qu’entre les mobiles, les équations de liaisons seront satis- 
faites par ces nouvelles coordonnées. Or, dans une sem- 
blable hypothèse, les quantités ox, $x', oy, $y'.... ont entre 
elles une certaine dépendance, que nous allons trouver. 

Soit X, U, V les angles d’une droite quelconque, menée 
par l’origine des coordonnées, et par rapport à laquelle on 
conçoit la rotation qui établit les positions virtuelles dont 
non» venons de parler. Toutes les quantités ir, ^y,.... ponr- 
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iTWit èlre exprimées en funeUoii de ces trois angles. En effet, 
1° le d< placeinenl y* possède une direction iHüpeiidiciilaire 
à celle de la droite : donc le cosimis de l’angle est nul, ce 
qui s’exprime, comme on sait, par la relation : 

(1) cos). 4- O y CCS y. 4- oi cos v = o ; 

2° Ladistan<;e de la position virtuelle à l’origine est égale 
à la distance du mobile lui-méme; donc un a 

(t 4- ox)* 4- {y b yy)’ -I- (2 + Ozy = X- 4- y’ -I- , 

ce qui sc réduit à 

(2) X üx 4- y oy 4- 2 ^2 = O . 

Ces équations (1) et (■>) permettent de trouver ox, oy, ôz 
en fonction d’une constante indéterminée h ; les valeurs 
sont : 

ox = (s cos U — y cos v) h ; 

(a) oy = (x cos y — 2 cos ).) h ; 
rjj = (y cos ), — X cos U.) h. 

On aurait pour ^x', 'îy', oz' les valeurs analogues : 

ox' = (i' cos y — y' cos 0 ) It ; 

(«') oy' — (x’ cos V — c' cos ).) h' ; 

$z' — (y' cos À — x' cos y) h'. 

Avant de poursuivre, je remarque que les indéterminées 
h et h' sont égales. Cela résulte d’une condition que nous 
n’avons pas encore exprimée, et qui consiste en ce que les 
deux déplacements sont proportionnels à leui's distances à la 
droite, ou, ce qui revient au même, en ce que lu longueur com- 
prise entre les deux positions virtuelles est la même qn’cn- 
ire les mobiles : ce qui donne, après réduction, l’équation : 
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(3) X ^x' H- y 5y' + z ^z' + x'5x + y' 5y + = o 

d'où l’on lirr, en y remplaçant Sx, Sij, Sz, Sx', Sy, Sz' par 
leurs valeurs ci-dessus : 

(li — A) j cosX {y'z — ï'y)-f-cos m( 2 '.c — a;'*) -l- cos y (x'y — y'x) | = o , 

relation qui ne peut être satisfaite, pour des valeurs quel- 
conques de U, V, qu'autaut que h'—li. 

Pour chaque autre point du système, on trouverait un 
groupe semblable à (a), dans lecpiel figurerait toujours la 
même eoustaiite indéterminée h. Si maintenant on porte les 
valeui-s de tous ces déplacements virtuels dans l'équation 
des niomenls, celle-ci devient, en. supprimant la constante 
h commune à tous les termes : 


cos V i ( Yj; — Xy) -J- cos y. i (Xz — Zx) -P cos X 1 (Zy — \z) — 

V /(lu (Iv \ .. /do dtp \ 

= cos V ' m .0 - y) + cos ,x ' Z - X j + 


. /dtp du \ 
+ cosllm(^y--^-zy 


Pour tpie cette relation soit satisfaite, quels que soient 
X, jx, V, il faut qu'un ait séparément : 

i (Ya: — Xy) = lm x — y| ; 

1 (Kz — Zx)=l m ^ ; 

i(Zy-Y2) = imU-y-^z ; 


équations qui ne sont autres que celles du n* 186, d’où sont 
déduites toutes les propriétés des moments et des aires. 

ün arriverait plus simplement aux mêmes résultats, en 
i‘emarquaut que les [lositions virtuelles correspondant ù une 
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l'oiation du système, au lieu d’èli'e établies par rapport û une 
droite quelconque, pourraieiii l 'être par rapport à cliucug 
des trois axes successivciuent. Car ce qui est vrai pour les 
trois axes est vrai pour une droite quelconque, et tiee 
rersa. 

Supposons donc qu’on prenne d’abord pour positions vir- 
tuelles celles qui correspoïKlraient à une rotation autour 
de l’axe des .r. Dans ce cas, ou a pour le point matériel «i : 


ox = O, 


Oy = 


v/Fw'’ 



de même pour le point matériel m' : 


ox = O, ot/ = os 


vu- 


oz — Os 




et ainsi de suite pour chacun des autres points. 

Mais remarquons que la proporlionnalilé des déplace- 
ments 5s, 5s',.... aux distances à l’axe des x donne : 


os = h V y' 4- Z- , 5s' — h V y'^ H- 2 '^ , 


h étant une constante ind(iterminéc. Par conséquent, les 
quantités ci-dessus deviennent : 


5x = o 5y — — Itz 5z== hy 

O 5ÿ— — hz’ 5z' — ky' . 


En faisant la substitution dans l’équation des moments vir- 
tuels, elle se réduit simplement à 


(Zy - Y 2 ) = .ü m 



On obtiendrait les deux autres relations eu imaginunt tour 
ù tour une rotation pur rapport à l’axe des y et à l’axe des z. 
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f 3“ — Tlic®rèM« de» force» vive». On peut prenclrc pour 
dcplaceiucnl virtuel du système son déplacement (^fleclif 
pendant un temps inliniment petit. Car, au bout du temps 
dt, les positions réelles des points du système sont compa- 
tibles avec les liaisons, telles qu'elles existent à cet instant 
précis : mais ces liaisons sont elles-mêmes alors ce qu’elles 
étaient auparavant , puisqu’elles sont indépendantes du 
temps. Donc les liaisons avant le déplacement conviennent 
encore après, et, par suite, les éléments rectilignes, qui joi- 
gnent ces positions voisines, sont des déplacements virtuels. 

Or, si l'on introduit cette hypothèse dans l'équation des 
moments virtuels, elle devient : 

l{\llx-\-\dySr'Ldz) = lm -\-'~d^ ; 

ce qui est justement lu relation connue des forces vives. 

158. — Équilibre. Pour retrouver les propositions de 
l’équilibre, nous devons introduire dans l'équation des mo- 
ments virtuels la dérinitiou que nous avons donnée de cet 
étal particulier des forces appliquées au système, état qui 
consiste en ce que ces forces peuvent être introduites ou 
supprimées, sans que le mouvement ou le repos du système 
soit en aucune fa(;on modifié. 

Or, il est clair que, pour que les choses se passent ainsi, 
il faut de toute nécessité que le premier membre de l’équa- 
tion des moments virtuels soit égal à zéro; faute de quoi le 
second membre ne resterait pas le même, et, par suite, le 
mouvement changerait, selon qu’ou supposerait les forces 
existant ou n’existant pas. 

L’équation qui exprimera la condition d’équilibre sera 
donc celle-ci : 

(K) l[\ox-\-\$y + Z$z)=0, 

à laquelle il faut joindre, bien entendu, toutes les équations 
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(N) du 11 ° 155, puisque les quantités Sx, 5y, au lien 

d élie absolument (luelcouqucs, sont assujetties à avoir des 
valeurs telles que toutes les éqiiatious de liaisons soient 
salisfailes par les coordonnées des positions correspon- 
dantes. 


Pourquiï des forces appliquées à un système géométrique 
se fassent équilibre, il faut donc que la somme de leure mo^ 
ments virtuels soit nulle*. Ou peut aisément mettre en évi- 
dence les 3« — P conditions déjà trouvées, auxquelles les 
forces extérieures doivent satisfaire. Ilsullitde |•eprendrc 
le calcul fait ci-dessus pour établir les 3n — p e'qiiations 
du mouvement ; c’est-à-dircqu'il sullit d’éliminer p quantités 
QX, OU, Sz, ox au moyeu des relations (N), de substi- 

tuer leui-s valeurs dans l’équation (K), et d’égaler ensuite à 
/.('•ro les coellicicnts des 3 « — p quantités l■cstautes. Il rcvieii- 
drail, d’ailleurs, au même d’aborder directement les 3/t— /> 
équations du mouvement , et d’annuler le premier membre 
de cliacune d’elles, üe (|uelque manièi e qu’on fasse le calcul, 
on aboutira n('*cessairement aux mêmes conditions que dans 
le chapitre précédent. 

Il est bien visible que réciproquement, toutes les fois que 
la somme des moments virtuels est nulle , les forces sont en 
équilibre : car l’équation (E) représente en réalité 3/i — p 
équations distinctes, qui ont précisément pour résultat d’aii- 
iiulcr les premiers membres des in — p ('‘(|ualions du mou- 
vement. D’où il suit que le mouvement ii’csi pas changé, 
selon qu'on suppose les forces exlérieui'cs supprimées ou 
établies dans le système. 

Ou voit en même temps que, toutes les fois que les forces 
SC font équilibre, on a : 



ce qui signifie que la somme des moments virtuels des forces 
conservées est constaniment nulle. 
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(Jii iiVpi'ouvc! aïK'linc dilTicullô ;'i tirer de I e<|ii:ttion 
lotîtes les eoiisi'qiiences rehilives à leiiiiilibre. 

Le lliéorèiiiede d'Aleinberl s’idablil de la inaiiière siiivaiile ; 

Un sysléine étaiil en nioiivenieni sons l'aelion de forees 
extérieures (|ii(îleon(jnes, établissons riHpiation des inoinents 
virtuels (.M) relative à ce nioiivenieiil, et niellons en laeteiir 
coniinnii eliaeiin des eoetlieienis ?.r, oz. (à'Ile équation 
prend alors la rorme : 


(»’) 


ï|(x- 


(l‘.V\ 

dp I 


Ht , f ) 'î-r -U ( ï - m ) rji, -f- ( Z - 



Rien ne nous einpéclie de considérer Y — w- ^ 


'/‘b 

dt^^ 


Z — w eouniie représenlanl, pourclia()ue point, les trois 

composantes d’une certaine force tpii loi serait appliquée ; 
et, d'après ce qui vient d’ètre dit plus liant, on voit que ces 
nouvelles forces sont en éiptilibre sur le système. C’est ce 
qn’on énonce en disant cpit' les forces extérieures font éqtii- 
libre à des forces égales cl contraires aux forees eoiiservéps ; 
on que les forces perdues du système .se font ('•(piilibre. 

On pn-sente souvent de cette manière la mécanique des 
systèmes de points matériels; c'est-à-iiire (jn’on commence 
par établir que, dans un .système en éipiilibre, la somme des 
moments virtuels est nulle ; et on ramène ensuite les pro- 
blèmes du nionvemenl aux problèmes de l’étpiilibre, en ex- 
primant que l’équilibre a lien pour les forces perdues du 
système , et que conséipicmment la somme des moments 
vii'tnels de ces ih'rnières est égale à zimü. On nomme cette 
méthode comhitminon du tlicorèmc de d’.llumhrrt arec le 
prineipe dex momentx rir/iieix. .Mais mallienrcusement 
ce n’est là qu'une transformation factice des problèmes du 
mouvement ; car , malgré l’énoncé différent qn’on donne 
aiifsi à l’équnlion (M), on ne fait pas antre chose en réalité 
qu’exprimer l’é-galité entre la somme des moments virtuels 
l. îi 
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(k“s forres extérieures, d’une part, et la somme des moment» 
virlnels des forees conservées, d’autre pari. Quant aux cal- 
culs, ils reslenl identiquement les mémos : il est indilTéreut 

en effet d’opérer l’élimination de ox, $y, dz, au moyen 

de l’équation (P) ou au moyen de l’équation (M), puisque 
ces deux équations se confondent l’une avec l’autre. 

Nous croyons inutile de reproduire ici tout ce qu’on a 
déjà vu sur l’équilibre, et qui se déduirait évidemment du 
principe des moments virtuels, en raisonnant de la même 
manière que pour le mouvement. 

159. — latroduction el rnptnre brusque des liaisons. 
Les théorèmes des n°’ 151 et suivants se démontrent sans la 
moindre difficulté. 

Examinons d’abord le cas de l’introduction de liaisons. 

Üii peut toujours supposer qu’à partir du moment où l'in- 
troduction commence, et pendant la durée di‘ riiiti'odiiction, 
aucune force extérieure ordinaire n'agit sur les points ma- 
tériels, car l'action de ces forces disparaît devant celle des 
forces instantanées qui interviennent dans cette période. 

L’équation des moments virtuels, à l’origine de l'iulix)- 
duction, sera doue : 


dv ^ 


du „ 


dw 

Tt 


02 j 


Or nous pouvons prendre pour Ué'placement virtuel à cet 
instant, c’est-à-dire pour déplacement compatible avec l’état 
actuel des liaisons , un déplacement qui , après l'introduc- 
tion, sera compatible avec le nouvel état du système; et 
notamment le déplacement effectif qui succède immédiate- 
ment à cette introduction : car, d’une part, la position des 
points matériels, avant et après, se trouve la même, puisque 
la durée de l'introduction est inliniment petite; et, d’autre 
part, le déplacement effectif étant compatible avec les an- 
ciennes liaisons augmentées des nouvelles, est, à plus forte 
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raison, compatible avec les anciennes liaisons seulement. 
Si donc lions reprc.sentons ce di'placcnient effectif par dx„ 
dy„ dz„ lions aurons : 


ou bien, Im 




Prenons l’intcgralc par rapport au temps, pour la durée 
extrêmement petite de l’introduction ; on aura , en repré- 
sentant par r,, m,, ir, les composantes de la vitesse V, qui 
succède immédiatement à rintroduction : 



en remarquant que, pendant celte durée, les quanlitcs f/jr,, 
dlJ^, dz^ ne changent pas, et sont conséquemment hors de 
l’intégration. 


Cela posé, soit U une vitesse dont les composantes sui- 
vant les axes soient respectivement égales à v — r,, n — i/,, 
10 — 10,. La vitesse initiale V, qui a r, u et w pour projec- 
tions, est la résultante de la vitesse U et de la vitesse V, 

dx, dit. dz. 

qui a pour projections v^, u^ et lo, ou ^ . 


U est 


donc ce que nous avons nommé antérieurement la vitesse 
perdue, et V, la vitesse conservée. 

L'équation précédente devient, en introduisant ces nota- 
tions : 



= .SmlJV, cos (U, V,) . 

Ï3, 
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D'mi iiuire côlé, puisque V est la résultante de U et do V,, 
on a : 

V’ = L’ + V) 4- 2 U V, cos (ü, V,) , 

et par suite, on multipliant par m, et faisant la somme de 
toutes les relations analogues pour les divers points maté- 
riels du système : 

A cause du résultat précédent, celte équation se réduit à 
colle qu'on connait digà : 

V A V’ = :■ i m Vj 4- - ï »« li’ . 

On démontrerait de la même manière le tliéorème relatif 
à la rupture brusque des liaisons. 


Dk]' ;>y Google 



LIVUE QUATRIÈME. 


MOIVEMEXT IIELATIF. 


CMAPITHi: l’UEM]|-ll. 

üKFIMTIONS et IMIOPOSITIONS l'Rfil.lMIN.MRES. 


160. — Jusqu'ici nous avons supposé que les axes de co- 
ordonnées auxquels on rapportait le mouvement étaient 
fixes dans l'espace ; en sorte que le mouveincnt des points 
matériels considérés était leur mouvenieiit réel ou absolu. 
Par suite, les relations établies entre ces mouvements et les 
forces correspondantes étaient les relations qui leur conve- 
naient véritablement, et qui permettaient de trouver la va- 
leur des uns en fonction Je celle des autres. 

Il n'en serait plus ainsi si les axes de coordonm-es étaient 
eux-mêmes doués d'un certain nionvcinent dans l'espace. 
.Alors, pour un observateur placé sur ces axes et entraîné 


D^itized by Coogle 


558 


LIVRE IV. — MOUVEMENT RELATIF. 


avec eux , les points iiiatéi'iels pnruiliaient avoir un autre 
uiouvenient que celui qu'ils ont réellement. Ils pourraient 
même sembler se déplacer loi-squ’ils seraient au contraire 
absolument invariables. En d'autres termes, l'observateur 
dont nous parlons constaterait ce qu'on est convenu de nom- 
mer le mourement relatif de ces points matériels. Par suite, 
les relations qu'on établirait entre ce mouvement, tel que 
l'observation le manifeste directement, et les forces qui sol- 
licitent les mobiles seraient essentiellement errouées, et con- 
viendruient, non aux forces réelles, mais aux forces qui 
semblent les mouvoir, et que pour celte raison on nomme 
forces apparentes. 

Ainsi, on appelle mouvement relatif d’un point matériel 
ou d’un système de points, le mouvement qui s’elfeclue par 
rapport à des axes de coordonnées mobiles. Un appelle forces 
apparentes celles qui semblent agir sur les points matériels, 
ou (lui seraient capables de produire ce mouvemenl relatif 
envisagé comme un mouvement absolu. 

Les forces réelles ne produisant pas le mouvemenl relatif, 
mais bien un mouvcineut réel qui diflere essentiellement de 
ce mouvement relatif, on appelle forets fictives les forces 
qui devraient être combinées avec les forces réelles pour en- 
gendrer le monvement relatif traité comme un moiiventciit 
absolu. En d’autres termes, les forces fictives sont des forces 
qui, combinées avec des forces réelles, conserveraient an 
mouvement des iioinls matériels son même aspect , si les 
axes cessaient tout à coup d’etre luobilcs et devenaient de 
véritables axes fixes. .\n moyen de rintroduction des 
forces fictives , l’observateur, entraîné tout à l’heure avec 
les axes mobiles, ne s’apercevrait pas cpi’ils sont devenus 
lixes. 

Lesproblèinesque le présent livre a pour objet de rcsondi e 
sont les deux suivants : 

1“ Etant connu le inouvcineni des axes de coordonnées 
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mobiles, ainsi que le mouvement relatif des points matériels, 
trouver les forces réelles qui les sollicitent; 

2" Etant connu le mouvement des axes ainsi que les forces 
réelles qui sollicitent les points matériels, trouver leur mou- 
vement l’elatif. 

Subsidiairement, la solution de chacune de ces deux ques- 
tions permettra de déterminer les forces fictives, ou, ce ipii 
revient au même, le groupe des forces appaieiites. 

161. — Pour obtenir ces résultats , nous dénioutrerous 
un certain nombre de propositions préliminaires. Mais, dès 
inaintenant, il est bon de taire sentir la hante utilité dt*s 
problèmes que nous avons en vue. Ou peut dire qu’ils sont 
les seuls qui aient véritablement une portée objective, et que 
les livres précédents ont traité d’nne pure abstraction, dont 
runique objet était de fournir une base aux déductions ac- 
tuelles. Car, dans la nature entière, ou tout au moins dans 
notre système planétaire, il n’y a pas un seul point qui soit 
réellement fixe. La Terre, à la surface de laquelle s’accom- 
plissent la plupart des mouvements qu’il nous importe d’étu- 
dier, l'st douée d’une rotation autour de son axe des pôle» 
et d’un mouvement révolulif autour du Soleil. Cet astre lui- 
même, qu’on avait longtemps cru immobile dans l’univers, 
est réelleinenl emporté’, dans l’espace avec une vitesse con- 
sidérable, dont la valeur et rcx:icle diixclion sont d’ailleurs 
encore inconnues. Il sci'ait donc impossible de laiie choix 
d’un système d’axes de coordonnées (pii ne fût pas en 
mouvement. Nous sommes destinés à n’étudier jamais (pie 
des moiivemciits relatifs; ce qui rend extrêmement désirable 
de connaître les équations exactes qu on peut établir entre 
ces mouvements et les forces réelles. Sans cela nous serions 
exposés à prendre pour une force réelle ce cpii sciait une 
force apparente, et, par suite, nous commettrions les plus 
grandes erreurs dans notre appréciation des propriétés mé- 
caniques de la matière. 


Digitized by Google 



360 


U MIE IV. 


MOUVEMBNT RELATIF. 


Si, malgré cet ubslaclc londanH'iilal à l’ùtade directe ées 
idiénomèncs dti inoiiveniciil, nous avons pu établir la théorie 
des iiiouvemeiils absolus, et, ce (|iii semble surprenant, la 
basei'sur l’observation naturelle elkMiièiiie, c’est (|ue, y;rtice 
aux énormes dimensions de notre planète par rapport aux 
positions relatives des mobiles que nous y eonsidérons, on 
peut envisager généralement le mouvement des axes coor- 
donnés comme identique à celui de tous ces corps eiix- 
luémes : car les uns et les autres participent à la vitesse 
quelconque de la région terrestre qu’ils occupent : eu sorte 
que ce mouvement cominiiii u’iuflue ]>as sur les mouvements 
ixilatits, ainsi que nous l’avons exposé dans notre loi fonda- 
mentale. D’où résulte que les équations qui conviennent aux 
ibrees et aux corps dans ces mouvements relatifs convien- 
draient encore si le globe était dans un repus absolu. Mais 
on conçoit ipie celte circonstance avantageuse ne se pré- 
sente pas pour les mouvemeuts à grande portiV, comme ceux 
de rastrouoinie. Si de leur observation ou voulait déduire 
inimédiateinent les forces réelles correspondautes, on com- 
mettrait de grossières erreurs dues à rinfluence du mouve- 
ment des axes auxquels un aurait coutume de les rapporter. 
La théorie du moiivemeut relatif est donc de première né- 
cessité en astronomie. Dans les pliéuomènes terrestres eux- 
inéines, cette connaissance pourra être fort utile, non au 
point d(! vue du mouvement absolu, — comme nous l’avons 
expl'uiué plus haut, — mais au point de vue des mouvements 
que nous réalisons autour de nous, comparés les uns avec 
les autres, l’oiir n’en citer qu’un exemple, nous dirons que 
dans un corps solide réel, — où les molécules, comme on 
sait, ne restent pas à des distances invariables, mais subis- 
sent entre elles de très-petits déplacements, — il peut être 
fort intéressant d’étudier ces mouveineuls relatifs, abstrac- 
tion faite du inouvement général du corps lui-niéme. La 
théorie que nous nous proposons d'établir permet d’ap- 
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précicr la valeur des forces capables de ces petits dépla- 
cements. 

162. — (^oinnie dernières délinhions, indispensables à ce 
(|iii va suivie, nous rappellerons certains termes, dont nous 
avons déjà fait usaf^e, et dont il importe ici de préciser nel- 
teimuil le sens. 

On nomme solide geoiiie'triqne un système de forme in- 
variable ou dans lei|uel les distances mutuelles des points 
restent constamment les mêmes. I es solides sont dits géo- 
métri(|ues par opposition aux corps solides naturels ou phy- 
siques, dans lesquels les particules ne gardent point les 
mêmes distances relatives pendant le cours du mouvement. 
Les solides geométriipies ont d’ailleurs une forme qiiel- 
conque, et les points matériels sont plus ou moins nom- 
breux, j)lns ou moins espacés, sans' aucune analogie néces- 
saire avec les corps effectifs. 

Lorsque le mouvement d’un système invariable s’effectue 
de telle fat,on que tous les points matériels décrivent des 
trajectoires égales et parallèles, on désigne ce mouvement 
sous le nom de translation. Il est clair qu’en pareil cas la 
vitesse est la même pour tous les points : cette vitesse com- 
innne est fréquemment appelée ritesse de translation. Ou 
voit aisément qu’un solide géoméiriipie ne saurait avoir de 
translation s’il possède quelque point lise; et que, s’il y a 
quelque point assujetti à demeurer sur une courbe ou sur 
une surface donnée, la translation ne peut avoir lieu que 
parallèlement à celte courbe ou à une ligne tracée sur celle 
surface. On voit également que toute droite menée arbitrai- 
rement dans le système se transpurle parallèlement à clle- 
mème. 

Lorsque h; mouvement du système consiste à tourner au- 
tour d’une droite, on nomme ce mouvement rotation. Dans 
ce cas, tous les points matériels (bici iveiil des arcs de cercle 
(Kirallèlcs, perpendiculaires à la droite lixe, et proportion- 
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iiels à letirs disluiiccs à celU; liroiie. On peut exprimer la vi- 
tesse de Ions les points en fonction de celle de Tun deux : car 
la vitesse d’un point quelconque est égale à celle du point 
choisi, multipliée par le rappoi t des rayons. Ordinairement 
le point qu'on choisit est celui qui est situé à l’unité de dis- 
tance, et on désigne sa propre vitesse sous le nom de vUe**e 
de rulatiuu ou de ritetee anf/ulairc. Lu vitesse d'un point 
est donc égale à la vitesse de rotation multipliée par le rayon 
du point considéré. — La vitesse angulaire elle-même, qui 
n'est (|uc la vitesse absolue d’un certitiii point, est égale, 
d'apres la déiiuition généi'ale du n° h, à la limite du rapport 
de la longueur parcourue au temps, ou de l’arc décrit au 
leutps, puisque, le point étant situé à l’unité de distance, l’arc 
et l’angle décrit ont la même valeur numérique. La droite 
üxc autour do la(|uellc tourne le solide se nomme axe de ro- 
tation. — On remarque immédiatement que, pour qu’un 
pareil mouveincui puisse avoir lien, il faut ([ue le système 
u’ail d’autres points fixes ou assujettis (juc ceux qui se trou- 
vent sur l’axe de rotation. 


I*ro|iosllion première. 


163. Lorsqu’un système invariable possède un point lixe, 
son mouvemeut, quel qu'il soit, consiste, à chaque instant, 
à tourner autour d’une certaine droite passant par ce point 
fixe. 

Soit 0 le point lixe du système, M et M' deux points quel- 
conques, .MV et -M'Y' les directions de leurs vitesses à l'ins- 
tant considéré. Pendant le temps infiniment petit suivant, la 
droite ÜM décrira un élément de surface conique, situé 
dans le plan des deux droites OiM et .M V ; et tous les points 
de cette droite parcourront des éléments rectilignes, con- 
tenus dans l’élémeut plan, parallèles entre eux et perpendi- 
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ciliaires à la Uirecliuu OM. Si doue on conçoit un plan mené 
par OM, uornialeniciit à l’élénient pluu décrit, et entrainé 



dans le mouvement de la 
droite UM, tous les points de 
ce plan décriront des élé- 
ments rectilignes qui lui se- 
ront perpendiculaires ; ce 
qui montre que son mouve- 
ment doit consister à tour- 
ucr autour d’une certaine 


<Y' droite passant par. le point 
O et contenu dans ce plan 
Uii-nième. On verrait, de la même manière, que le mou- 
vement d’un second plan mené par OM', et normal au plan 
des deux droites OM' et M’V", doit consister à tourner 
autour d’une certaine droite qu’il contient et qui passe par 
le point O. 

L'intersection des deux plans normaux est la seule droite 
autour de laquelle ils puissent loui ner en même temps. Donc 
le système entier tourne autour de cette intersection, qui 
reste immobile à la fois dans le solide et dans l’espace, et 
qui est conséquemment l’axe de rotation. Mais cela n’est vrai 
que pour un temps infiniment court; car, aussitôt après, OM 
et OM' décriront de nouveaux éléments de surfaces coniques 
qui ne seront pas dans les mêmes plans que les anciens. Par 
suite, les deux plans normaux n’auront plus les mêmes di- 
rections, et leur intersection cliangera, tout en continuant 
néanmoins de passer parle point fixe. Ainsi, pendant ce 
deuxième instant, ce sera un nouvel axe et une nouvelle ro- 
tation. La perpétuelle mobilité de l’axe lui a fait donner le 
nom d'axe itmlunlatie de rotalion. 


Le mouvement quelconque d’un système solide, assujetti 
à pirouetter autour d’un point fixe, se ix'alise donc par la 
succession d’une infinité de rotations de durées infiniment 
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pelile.'i, à chRoiine doqtiellcs correspondent nn axe instan-^ 
laiié et une vitesse dilTéreiile. 

('.ette cüiiceplioi) est de même nainia; que celle de la trans- 
lation d’un point unique. Pour se rendre compte de la tra- 
jectoire de ce point, on imagine qti’il d('crit successivement 
une inlinilc d cléments rectilignes dont rensemble constitue 
lu courbe continue. 

llenuirquc. — L’axe iustantaiié change bien évidemment 
de position à lu fuis dans le corps et dans l’espace, d’un 
instant à l’autre ; ou pliitdt , c’est à cliatiuc instant une nou- 
velle lile de poiuLs immobiles du corps qui sert d’axe de ro- 
lalioii, et cet axe ne se confond pas, dans l’espace, avec la 
place qu’occupait l’ancienne lile des points, puisque l’inter- 
seetion des deux plans qui le délermiiieiit a cliaiigé de direc- 
tion. Ainsi, c’est une nouvelle! ligne tracée dans le système, 
et cette ligue occupe une autre position. — Kéciproquemeut, 
l’axe instantané ne peut rester le même dans le solide sans 
demeurer immobile dans l’espace. 


Proposition deuxième. 


X' 


Ml, 


164. — Le mouvement éléineiitaire d’un système iiiva- 
riab'e quelconque peut être décomposé eu une translation 

égale au mouvement absolu 
d’un de ses points , cl une 
rotation autour de ce point 
coiisidt-ré comme un point 
lixe. 

.Soit M, .M’, -M", ... des 
points du système, qui, dans 
le nioiivemeiil quelconque 
de celui-ci, parcourent, pen- 
dant un temps iulinimeutpt lit, les éléments rectilignes MX, 


M 



rig. 30. 


Digitized by )Oglc 


PROPOSITIONS PR(:UM1NAIRES. 36'i 

M'N’, M"N". .. (‘I occiipciu ciiiisi'qiipnimciu les positions 
N, N', N".... au bout Je l’iiisianl consi lén*. ,li- dis qu’on pcui 
amener lous ces points à ces diveives positions, en imaginaui 
qu'ils pai'tioi|ieiit tons à une Iransla'ion é$; ileau mouvement 
de l'un d’eux, dtt poitil M, par exemple, et qu’ils efrecinetit, 
en outre, une rotation aii'oiir d’un axe iiisianiatié passant 
p ar ee mt^mc point, l'ieiions, en effet, M'm', égaux 

et paral'èles à MN. La setile tianslalioii du système, repré- 
sentée p ir M N, amènerait ces divers points eti 
Mais d'un autre côté on sait que le système peut être amem'‘ 
de la positioti Nwi'm’’.. .à la position NN'!V".... par tine 
rotation autour d’une droite passant par le point \ : c.ir, 
par liypotbèse, ces deux positions conviennent également à 
l’invariabilité de forme du systètne. Donc le système peut 
être ametié de la position .M.M .M ”.... à la position NN'N".... 
1“ an moyen d’uni! translatioti égale an di'-placement du point 
M ; 2” an moyen d’une rotation autoitr de ce point considéré 
comme fixe. 

On peut continuel’ le même raisonnement pour tout le 
C lins du mouvement, et l'on voit que le inonvenn nt total du 
soliile, au l oiit d’im temps quelcuiK|ue, est repn''senié par 
une peipi'-tuel e combinaison de traiis'ations égales aux dé- 
placements d’un des points, et de rotations aiitonr d’axes 
instantanés, eiitrainés par ce point le long de sa Ir.ijectoiie 
absolue. 

Hcmarque. — On peut varier à l'iiilini la combinaison 
d’une translation et d’une rotation [lour proiiuire le mouve- 
ment élémentaire effectif d’un solide gi-ométriqne : car le 
point choisi dans la démoiislration qui précède, pour don- 
ner le mouvement de l'anslation, est pris tout à fait arbi- 
trairement, et rien n’empêche d’en prendre un autre ii la 
place, pour lequel la translation et la rotation nécessaire- 
ment différentes, se composeront toujours néanmoins en 
un même mouvcnieni effectif du système. 
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De plus amples développements seront donnés lllll'■rieu- 
rement à ce sujet dans la Mécanique spéciale, (|uand nous 
nous occuperons en particulier des corps solides. Ce que 
nous présentons ici est uniquement destiné à l’etude du 
mouvement relatif en général, ou plutdt doit nous permeitre 
de tenir convenablement compte du déplacement des axes 
mobiles, qui constii lient de véritables systèmes de forme 
invariable. 


Proposition troisiènie. 


165. — Lorsque les axes de coordonnées mobiles pos- 
sèdent line simple translaiion, le mouvement absolu d'un 
point maléi'iel s’oLtieut en composant son mouvement rela- 
tif avec le mouvement des axes mobiles. 

SoitM un point matériel, 
dont le mouvement est i ap- 
porté à un système d'axes 
ÜX , ÜY, ÜZ , doués eux- 
mêmes d'une translation 
dans l’espace. Soit MN 
le mouvement absolu de ce 
point matériel, pendant un 
temps/, etO’X', O'Y', Ü'Z' 
la position des axes mobiles 
au bout du même temps. Le 
mouvement relatif du point 
fiR- »L M sera son mouvement réel 

observé des axes O'X', O'Y', O'Z', comme si ceux-ci étaient res- 
tés fixes, ün ne cbangera rien à l'aspect des choses, en impri- 
mant à rensemble des axes et du point matériel un mouvement 
commun, ür, imprimons un mouvement qui ramène les axes 
à leur position primitive. Le point N se trouvera alors trans- 
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porté on ni, qu'on doloiTnine on moiiant Nm égal ot paral- 
lèloà 00’. Lo point m sorala position relative du point ma- 
tériol au bout du temps /, c’est-à-dire sa position appréniiée 
coninie si les axes de coordonnées étaient restés fixes. Au 
lieu de ramener les axes en une fois après le mouvement 
MN, on peut supposer que le monvement commun ait été 
introduit dès'l’origiue, et de manière à maintenir constam- 
ment les axes à la môme place, en sorte que le mouvement 
M»rt se dessine graduellement aux yeux de l’observateur, 
au lieu du mouvement réel qu’il ne peut constater directe- 
ment. 

D’où il ressort qu’à tout moment les choses se passent 
pour l’observateur comme si le mobile possédait, non son 
mouvement réel M N, mais une combinaison de ce mouve- 
ment avec un mouvement Nwi égal et conti'aire à la trans- 
lation des axes. En d’autn-s termes, le mouvement réel 
n-sulle de la composition dn mouvement relatif avec la 
translation ; on bien le mouvement relatif résulte de la com- 
position du mouvement réel avec une translation inverse de 
celle des axes. 


Conge'quencet. 

1° A tout instant, la vitesse réelle est la résultante de la 
vitesse relative et de la vitesse de translation. 

2* Si l’on projette le mouvement absolu sur une droite 
quelconque, l’accélération de ce mouvement projeté est 
égale à la somme des accélérations de la vitesse relative et 
de la vitesse de translation, également projetées. 

ün peut dire aussi que l’accélération du monvement relatif 
projeté est égale à la difféience des at:célérations de la 
vitesse réelle et de la vitesse de translation, également pro- 
jetées, 

3“ .Si la translation est uniforme, l’accélération du mou- 
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vcntc'iil reUilif projolé <“sl (‘gale :i l’:ic< i'lt‘iaiioii du inonvc- 
iiienl md, égalciiK'iit projeti*. 

lt° Si le moiiveineiil réel est nul, le iiioiiveineut relatil esi 
égal et eoiiti aire à la translation. 

5" Si le niouvemcnt relatif est nul, c’esl-à-dire si le point 
est en repos relatif, le niouveinent réel est égal à la lians- 
ialiun. 

PropoHlIlon <|iinlrième. 


Ififi. — Lorsque les axes de coordonnées mobiles pos- 
sèdent une simple rotation, le mouvement absolu d'un poini 
matériel s’obtient en composant son niouvemcnt relatif avec 
lu rotation des axes mobiles. 

Soit M un ])oint mati’-riel 
s; ilont le mouvement ist rap- 
port(i à un sysième d’axes 
doiuis d’nne rolalion autour 
d’une certaine ligne fixe. 
Soit IK cette droite fixe, 
.\1 \ la courbe ri'clle, (b'-erile 
Eig. .VJ. ])ar le point M, an bout du 

temps /, et V I l' l’angle dont le système des axes coordonnés 
a tourné' tout d’nne pièce autour de la l'gne I K, au bout du 
même temps. La rotation est indilTéremment varii'c on uni- 
forme. C’est celte rotation (|iii aiiva pour ell'et de di.ssiimder 
fi l’observateur le véritable mouvement du point M, et de lui 
faire attribuer à ce point une )>osition autre que N, à cause, 
précisémeitl, de ce que le mouvement est rajiporté aux axes 
comme si ceux-ci étaient fixes. 

llien ne nous empêche , dans la position actuelle du point 
matéi iel en .\, de faire tourner le sysième des axes et de ce 
point matériel, supposés invariablement liés, d’un angle 
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y Cm égiil à VIT, mais engondip on sens coniraire, de telle 
sorte que, lors(|iie le point N est en m, la ligne TI coïneide 
avec VI, et, par suite, les axes mobiles sont nmiis dans leur 
position primitive cüinine si leur inunxement rotatoire 
n’avait pas existé. Il est clair que la rotation que nous im- 
primons actnellemenl aux axes et an point matériel ne 
cliange anenne distance mutuelle, et par conséquent n'al- 
tère pas la position relative du point matériel par rappoi t 
aux axes mobiles. Le point m rep; esmile ainsi la position 
réelle N, appréciée par l'observatCHr comme si les axes 
étaient restés fixes. 

Au lien de ramener les axes en une fois après le mou- 
vement MN, on peut supposer que 1a rotation commune 
soit imprimée d’une manièi'e conliniie, au fur et à mrsiire 
du déplacement réel du point M, et de telle sorte que les 
axes de coordonnées soient constamment mainteiins à la 
même place. Alors lu trajectoire Mm se dessinera giaduel- 
lernent aux yeux de l’obsei vatcur, et lui teprésenlera la tra.- 
jectoire réelle .MN qn’il ne \oil pas directement. 

Les choses se passent donc à tout moment pour l’obser- 
vateur comme si le niubile possédait, au lieu de son mou- 
vement n'-el , un autre mouvement résultant de la compo- 
sition de ce mouvement ré‘el avex; un mouvement égal et 
coniraire à la rotation des axes. Ainsi le mouvement réel 
peut s'obtenir en composant le mouvement relatif avec la 
rotation; on, ce qui revient au même, le mouvement relatif 
s’obtient en composant le mouvement réel avec une rotation 
inverse de celle des axes. 


Coiiseqiicucet. 

• 1“ A tout instant, la vitesse réelle est la résultante de la 
vitesse relative et de la vitesse de rotation. 

Nous fei ons remarquer que celte vitesse de rotation dé- 
I. Î4 


DIgitized by Google 


370 


LIVRE IV. — MOlVEMEVr RELATIF. 


pend à la fois et du inouveineiif rolaloire des axes et du 
mouvement relatif. Kn effet, elle est «‘gali', à chaque instant, 
à la vitesse angulaire niullipliée par la distance du point 
matériel à l’axe de rotation. Or, cette distance dépend uni- 
quement du déplacement relatif : car, si le d<*placement rela- 
tif (’tail nul, elle demeurerait constante. 

2“ Si l'on projette le mouvement absolu sur une droite 
• quelconque, l’aecéléi'atiou de ce mouvement projeté est 

égale à la somme des aceéhuxitions de la vitesse relative et 
de la vitesse de rotation, également projeU'cs (cette vitesse 
de rotation étant toujours, bien entendu, rapportée à la po- 
sition du mobile relativement à la droite fixe). 

On peut dire aussi cpie raccélération du mouvement rela- 
tif projeté est égale à la diffcMenee des accélérations de la 
vitesse réelle et de la vitesse de rotation, également projetées. 

8* Si le mouvement réel est nul, le mouvement relatif est 
égal et contraire à la rotation : ce qui signifie que les objets 
semblent tourner autour de la droite fixe du même angle 
dont tournent les axes de coordonnées eux-mêmes, mais en 
sens inverse. 

C’est l’apparence qu’offre peritélucllement l’aspect du ciel. 
Les corps stellaires semblent tourner autour de l’axe ter- 
restre, et décrire cliacpic jour une cii conférence entière, 
quoique ce soit la terre qui, en réalité, tourne sur elle-même, 
et que les étoiles puissent être considén-es comme immo- 
biles. Les étoiles ont bien aussi un mouvement réel , mais , 
vn l’extrême éloignement, ce mouvement n’influe pas sur le 
plitMiomcne observé. 

ù° .Si le mouvement relatif est nui , c'est-à-dire si le point 
est eu rbpos relatif, le mouvement réel est égal à la rotation. 
C’est l’apparence qui se manifeste pour la plupart des objets 
autour de nous. Ils nous semblent immobiles , parc(‘ (pi'il^ 
participent réellement à notre propre rotation. 

Remarque. — Si le point matériel passe , à un certain 
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N, 

'' I 


inonieiit, par l’ax*! de l'otutioii, lu vitesse ungiilaire est nulle 
pour lui, U ce nionient précis, et sa vitesse réelle est simple- 
ment égale à sa vitesse relative. 

Mais cet état ne dure qu’un instant, car, immédiatement 
après, le point matériel, par suite de son mouvement, quitte 
l'axe, et la vitesse de rotation se rétablit pour lui aussitôt. 

L’accédéralion qui , conséquemment, n’est pas nulle à cet 
instant, peut loujoui's être exprimée en fonction de la vitesse 

relative et de la vitesse de 
rotation des axes à ce même 
j instant. Car soit M la posi- 

— — — . _ lion du point maté'i-iel , ac- 

M Cl' 

Fig. SJ. tiiellemenl sur l’axe de rota- 

tion M I. Dans un temps infiniment p(>lit , le point M 
viendra en N, en vertu de sa vitesse relative; par suite de 
la rotation des axes, il décrira aussi , du point C comme 
centre, avec N C pour rayon, atilour de Taxe .M I , un arc de 
cercle élémentaire, dont l’angle sera égal à o>t//, en appelant 
'ji la vitesse angttlaire , et le rayoït à V, t/f siti 'J, en apiie- 
lant V, la vitesse relativt-, et lî l’angle N MC; on sorte que 
cet arc de cercle , qiti est un inrinimenl petit dit second 
onlre, a pour valeur a>Vr sin J. <//’. D’un autre côté, si est 
l’accélé-ration, t un temps quelconque, et a l’arc parcouru 
pendant ce temps, on sait qu’on a en giméral : 

fj = i OU (Çl = — . 


Ici l’arc -î est égal à r>)V, sin o. <h-, le temps r est égal à 
lit, il en résulte : <^=2ojVr sin 


Proposition cinquième. 

167. — Lorsque les axes de coordonnées mobiles possè- 
dent un mouvement quelconque, le mouvement absolu d'un 

M. 
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point niaU‘i'i<‘l s'obiioiit à cliatiiio instant on rompoMint son 
iiiuuvonuMit relatif avec celui qu’il posséderait, s’il était lotit 
à coup invariablenienl lie aux axes mobiles. 

Ln effet, prenons le point géoinétriqiie (|iii coïncide acliiel- 
lenient avec la position effective dn point niatériél, (‘I siïp- 
posons-lc invariablement lié aux axes mobiles. Le mouve- 
ment de ces derniers, qui constiliienl un système d(> forme 
invaiiable, pourra être décomposé en une translation égale 
au déplacement de ce point géométrique, et une rolalioii 
aiiloiir d’un axe instantané passant par ce même point. 
Nous nous trouvons ainsi dans le cas, à la fois de la pro- 
position III et de la remarque de la proposition IV. Si donc 
nous imprimons aux axes mobiles un mouvement contraire 
de translation et de rotation iiiManlané-cs , qui les main- 
tienne au repos , nous voyons que la placiï rc'elle occupé-e 
par le point matériel , au bout du temps <it, est donnée par 
la composition de son déplacement relatif avec son dépla- 
cement ^'entraînement ; en entendant par là le déplai ement 
qui résulterait pour lui de sa soudaine liaison invariable 
avec les axes mobiles. Quant au monvemenl de rotaiion 
instantanée, il n'inllite pas sur la posit on du point matériel, 
puisque c’est un inliniment petit du second ordre par rap- 
port à des inrinimenl petits dit premii r ordre, ainsi qn’on 
l’a vu dans la rennrque pri'-citée. Il n’entre en ligne de 
compte que potirl acct-lération, qu'on a vue être représentée 
par wV, siii o. Quant à la vitesse de rotation , elle est nulle 
à l’instant considéré, toujours pour le même moiif. 

N. ü. Nous désignerons désormais par le terme de r'uta- 
tion compoxèe le mouvement qui résulte pour le point ma- 
tériel de la rotation inslanlanéc du système. L't'pithéie de 
ccnnpotec est destinée à rappeler que , tandis que la vitesse 
angulaire dé-pend uniquement du mouvement propre aux 
axes mobiles, le rayon de l’arc décrit dans cette rotaiion 


Digitized by Google 


PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES. 373 

p;ir le poinl innlériel eoiisiden- (l('pciid de la gi'aiideiir et 
de la direiTitin de sa vitesse relative. 

CuHnequeiice». 

1° loin insiani, la vitesse réel e est la n sulaiile Je la 
vitesse relative et de la vitesse d’eiilraineincnl. 

2° Si l'on projette le mouvement absolu sur une droite 
queleonqiie, l’accéléralion de ee mouvement projeté est 
éga'e à la somme des aecélératioiis des mouvements d’en- 
traiiiemcnt et de rotation composée, egalement projetés. 
On peut dire aussi que raccëléralion du inuuiemenl relatif 
projeté est égale à la différence des accélérations des mou- 
vements d'entrainement et de rotation composée, également 
projetés. 

.V Si le mouvement des axes se réduit à une simple trans- 
lation, la rotation instantanée est nulle : renlrainemenl 
devient égal à la translation, et l'on reiombe sur les consé- 
quences du n" 1()D. 

U" Si le mouvement se réduit ù une simple rotation, on 
rapportera le mouvement des axes, non plus au mouvement 
du poinl supposé invariablement lié, mais au muiivemenl 
d'un poinl situé sur l'axe de rotation lui -même. .Alors l'eii- 
trainement disparait , et l'on nUombe sur les conséquences 
du n" 16f). 

5“ Si le mouvement relatif est nui, c’est-à-dire si le point 
matériel est en repos relatif, la rotation (composée est cons- 
tamment nulle, puisque ce poinl ne quitte pas l'axe de ro- 
tation instanlaiK’e, et, par suite, le mouvement réel se réduit 
au seul mouvement d'entrainement. Cela doit éire, car alors 
le poinl matériel n'a évidemment pas d'autre mouvement 
que celui qui résulterait pour lui de sa liaison invariable 
avec le solide géométrinue formé par les axes mobiles. Celte 
circonstance se produit pour tous les corps placés autour 
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dt“ nous, fl en l'opos relaiif. Les ;ixes eoordonnes, auxquels 
on rappoiTo leur niouvcnn nt, ne sont pas simplemenl ani- 
nn-s d'iine roialion provenaiii delà rotation de la lerre elle- 
même, mais aussi d’une translation, par suite de ee que la 
teire SC transporte autour du soleil. Le mouveincni de ees 
corps, qui nous semblent en repos, est égal, en réalité, à 
renlraineineiit (pi’ils subiraient, s'ils étaient invariablement 
liés aux axes de euordonnée.', tc'rrestres. 

6° Si le inouveinent réel est nul, le inouvemciu relatif est 
égal eleonltaireàcelui qui résulte de i’eulraineinent, et, en 
projection, l'actadéralion relative est égale à la dÜTéreiice 
d s accélérations d’entrainement et de lotaiion composée. 

Autre» couse'queiice». 

7" Si l’on conçoit une l'orce capable de pioduire l’enlrai- 
nemenl du point niaUM'iel, et une antre force capabli? de pro- 
duire sa rotation composta’, ces deux forces combinées avec 
celles qui produiraient le niouveinent relatif auront pour 
résultante la force rtiellc. 

K<’cipro(picment, la force capable du mouvement relatif, 
ou ce (pie lions avons nommé la force apparente, est la ré- 
sultante de la foi ce léelle et de deux forces fictives égales 
et coniraiies aux deux forces d’entraînement cl de rotation 
coniposé’e. 

8" Si l'on projette le tout sur nue droite quelconque, la 
composante de la force réelle seia (>galc à la somme d< s 
acctdéralions des mouvements relatifs, d'entrainement et de 
rotation coinposi’c, multipliées par lu masse du point ma- 
lériel. 

lléeiproqucmeni, l’accélération du mouvement relatif sera 
égale à la composante de la foire l'éclle, moins le pro luit 
de la masse par la somme des accélérations des mouvements 
d’enti ainenienl et de rotation composée. 
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Co soin là juslcmcnl les deux problèmes cpie nous avons 
indiqués au ii" 160, cl doiil lu solution ne nécessite plus que 
la connaissance des •■randeurs et des directions des vitesses 
d’entrainement et de rotation composée. 11 est visible qu’on 
pourra les obtenir en fonction : 1” de la position relative du 
point niatéiiel, à rinstanl considéré; 2° du mouvement 
propre aux axes de coordonnées mobiles. Dans les deux 
problèmes , on n’aura à déterminer (lu’uue seule catégorie 
d’inconnues, savoii- : la force réelle pour le premier, et le 
inouvemenl relatif pour le second. 

Le chapitre suivant a pour objet d’expriinei' lus vitesses 
d’entraincinent et de roiaiion composée eu foiiciiou des 
coordonnées mobiles et du mouvement des axes, et, par 
suite, de n'soudie comiiléteincnt les problèmes qu’on a 
énoncés. 

ün n’aura évidemment aucune dilTiculté pour étendre la 
solution au cas d’un système de points matériels. Car, iiour 
chacun de ces points , considéré isolémeni , les vitesses 
d’entrainement et de l otation composée-se déterminent de la 
même manière, c’est-à-dire eu envisageant le mouvement 
qui résulterait pour ce point de sa liaison invai-iablc avec 
les axes mobiles, et de la rotation instantanée dn solide 
autoui d’nn axe passant parce point : c’est-à-dire (pie cha- 
que point materiel aura son entTainemenl et sa rotation 
composée, difl'érents de rentrahiement et de la rotaiion com- 
posée des autres ; mais, pour chaque point, ces quantités 
pourront être exprimées séparément en fonction de la posi- 
tion relaiive de ce même point et du mruivemcnl propre aux 
axes de coordonnées. 


L 
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Élanl connu le moiii ement de» nies de coordonnées mobiles , ainsi que 
le mouremeiit relatif des points matériels, trourer les forces réelles qui les 
sollicitent, ou, ce qui renenf au meme, trouver leur mouvement absolu ; 

ou récipi tHiuemrnt : 

Étant connu le mouvement des ares, et les forces réelles qui solliritcnt 
les points materiels, trouver leur mouvement relatif. 


168. — Os deux problèiiies n’en rornieMt qu'iin en réuliU-: , 

aussi iiuus oecuperoiis-iioiis, sans euiisidénitiou exclusive 
de l’un d'eux, d'elablir les relalioiis qui existenl entre les di- 
vei’ses quantités qui y figurent. 

Soit ÜX, OY, ÜZ, trois axes de coordonnées rectangu- 
lairi's absolument fixes dans l’espace, OrX,, Ü,Yr, O.Z, trois 
axes rectangulaires mobiles qui sont les axes de coordon- 
nées du mouvement relatif. Le mouvement de ces axes 
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mobiles sera dclcrniiiic pur lu coniiuissuiue, à tout instant, 
de la position de leur origine et des angles qu'ils forment 

respectivement avec les 
axes fixes. Nous désigne- 
rons donc par v:, Ç, les 
coordonnées de celte ori- 
gine, et par a, a', a", b, 
b', h" et c, c, c" les co- 
sinus des angles formés 
par chacun des trois axes 



fixes. On sait d'ailleurs 
que les valeurs de ces co- 
sinus satisfont à certaines 


équations de condition, qui sont : 


1 a’ -f- a'* -f- a"’ = 1 , 

j ab -H a b' 4- a"b " = o , 

(1) +b'^ + b"-=i. 

' ca 4- c'a 4- c"a" = o , 

h- -L H- c"’ = I , 

[ bc 4- b'c 4- b"c" ~ o . 


Le pi emier groupe exprime que la somme des carrés des 
cosinus des angles formes par un même axe mobile avec les 
trois axes rectangulaires fixes est égale ù funilé ; le second 
groupe exprime ipie les axes mobiles, deux à deux, forment 
des angles droits, c’est-à-dire constituent aussi un système 
d’axes rectangulaires. Les neuf ensiniis ne représentent 
donc en réalité que trois variables distinctes. 

Cela posti, soit m un point matériel quelconque du sys- 
tème, dynamique ou gi’ométrique, que l’on considère. Dt^i- 
giioiis par X, y, z les coordonnées m.K, AB et O B prises 
par rapport aux axes fixes , et par x,, y,, t, les coordon- 
nées Ml A, , A, B, et Or B, prises par rapport aux axes mo- 
biles. Les pK'inièrcs seront celles du mouvement absolu ou 
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réel, les secondes celles du iiionvcmciit relatif ou apparent. 
Soit enfin .X, Y , Z et L, M , N les composantes suivant les 
axes lixes des forces iiilérienre et extérieure qui soUicitent 
le point m. (le sont là les eoniposanles de la force réelle 
totale ; seulement on a mis en évidence les deux natures 
d’actions qui la constituent. 

Acliiellenieiil, il s’agit de trouver, entre ces diverses quan- 
tités, des relations qui perincttcnlderésoiidn; les problèmes 
qui se rapportent au luonvioneiU relatif. 

Les équations du mouveiniMit absolu du point m sont, 
comme on suit, les suivantes : 

/.V »... d’-r .. .. d'V ™ d'z 

(A) \-|-L==ih^-,- , Y+.M = m^J, 

Les coordonnées du uiouvenicnl absolu et celles du mou- 
vement relatif, n’étant autres ipie les coordonnées d’un ménic 
point rappoi'té à deux systèmes d’axes rectangulaires didé- 
rents, sont liées entre elles jtar les équations qui permettent 
de passer d’un système d’axes à un autre, équations qu’oii a 
établies en géonié'ti ie analy liipie, et ipii sont ; 

-f- a-rr -f- by, -f- cz , , 

(^) '! y = « + «’-Tr -H b'y -f- cz , , 

[ 2 = Ç + a"xr-l- b" y, -H c"Zr . 


Diflércnlious deux fuis, par rapport au temps, chacune de 
ces trois équations, eu remarquant que toutes les quantités 
qui y ligureut doivent partici|>er à la dilTérentiution, puisque 
les coordonnées relatives, aussi bien que l’origine et ht 
direction des axes mobiles, varient à la fois avec le temps. 
Si nous efl'ectuons les calculs , et si nous multiplions de 
part et d'autre par m, il viendra, en tenant compte des 
équations ( A ) : 
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!d‘i 




di~ 

tPx, 

'lli^ 


(Pb 


d'c 


c~A 

dp ^ ■P) 


. , (tix, da du, db dz, dc\ 

+ Hwdi-^w-^ + Wdi)' 


Y' 4- M = »« 


rf-y jd'-r, 

= in iL ni I 


dP 


(d-r, 

\dp-^^' 


d‘‘a' 


(Pb' 

'dp 


dp ' dp .1.1 ■+■ 


(C) 


(Pc' 

dp 


,æx, (py, ,(Pz.\ 

^-dP^^-â-^^iip] 


Z 4-N=m 


2m 

dP 


fdx, d(i _ dy, db' dz, de 
dt dt 


I U,Vf tiu uyr ((</ 

\ (h dt dt dt 


)■• 


:m ■ 


l'tP'C 


tPa" tPb" 

Vdp-^^'ltp^y'-dp'^^'lp 
„ (Px, , „ (P y. 


d'-c" 




l'elaiioiis fort simples en réalité et qui sc déduisent imnic- 
dialement les unes des autres par suite de la symétrie des 
(Quantités. 

Remarquons, avant d’aller plus loin, que ces équations (C) 
peuvent fournir la solution complète de la question : car 
elles expriment la force n^lle totale ou le mouvement absoiii 
en fonction de qiiantitt-s qui dépendent exclusivement du 
mouvement relatif et du déplacement des axes mobiles ; en 
sorte que, si ces deux derniers mouvements sont connns, le 
mouvement réel ou les forces qui le produisent s’en dédni- 
Sl'iit aussitôt; et réciproquoRient, si le mouvement réel est 
connu, ainsique le mouvement des axes, on en déduit Icmou- 
vement relatif du point matériel. D’ailleurs des relations ana- 
logues peuvent être écrites pour chaque autre point matériel 
du système : ce seront les mêmes valeurs de r,, Ç, a, b,,... 
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el (i'auli’cs valeiiis àc r , y, z, x,, y,, z,, qui y ligurcroiil. 
üii aura ainsi le nioiivemenl total qn'oii se ])ro|>ose de déter- 
miner; et quant à la séparation des forces réelles en forces 
intérieures et en forces extérieures, elle s’effectuera comme 
il a été exposé dans le livre précédent, c'est-à-dire au moyen 
des équations de liaisons. Il n’y a donc théoriquement au- 
cune difficulté. 


168 — Mais les équations (C), sous la forme (pi'on 
vient de leur donner, ne révèlent rien directement sur la 
manière dont le mouvement relatif influe sur l’apparence du 
mouvement réel. Ces équations en fournissent la valeur algé- 
brique, mais elles ne font point péïK'lrcr, pour ainsi dire, 
dans la connaissance concrète du phénomène, .\ussi, allons- 
nous leur faire subir certaines transformations qui puisstoit 
mettre les résultats en harmonie avec les propositions d(*- 
niontrécs plus haut. 

A cet effet, remarquons en premier lieu que si le point m, 
au lieu d’avoir son mouvement propre indépendant des axes 
mobiles, était tout à coup invariablement lié avec ces axes, 
el avait pour seul mouvement celui qu’il recevrait alors de 
cette liaison, les valeurs de ses coordonnées absolues ne se- 
raient plus les mêmes que précédemment ; mais, pour les ob- 
tenir , il suffirait de remonter aux valeurs (*) de x, y, z, cl 
d’y supposer que les coordonnées relatives x,, y,, z, ne va- 
rient pas avec le temps. Car, dans cette hypothèse, la situa- 
tion du point matériel par rapport aux axes mobiles ne 
change pas pendant le mouvement de ces derniers, ce qui 
revient à exprimer (ju'il est invariablement lié avec eux. La 
force absolue capable de donner au point m un tel mouve- 


d’x H^y 

ment serait represent''c par ni , in , 



ces dé- 


rivées étant prises comme si x,, ;/,, z, étaient indépen- 
dantes du temps dans les valeurs (»), el comme si H, r,, 'Ç, 
a, a\ a ", b... en étaient seuls dépendants. 
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La difléi'eütiaiion, faite à ce point de vue, donne, pour les 


, , f/’j: d^u d‘z 

valeurs do 


X, 


w 


d'I 

I 

I d'L 4- X, 


d'a 

(iû 


dd 

X, — ■ 

di^ 
d'n" 

ItF 


(Pb 

dd 

d'-L' 


dd dp 


d~c 

d-c 


dp dp ’ 

d'-b" de" 
'’lîp' 


■Viusi, les quatre premiers termes des seconds membres 
des équations (C) représentent les composantes, suivant les 
axes fixes, d'une force capable de communiquer au point 
matériel le mouvement qu’il prendrait s’il était tout à coup 
invariablement lié aux axes mobiles, de manière à former 
avec eux un solide géométrique, aux iiu>uv(>meiits duquel il 
participerait dès lors exebisivement. Cette force, que nous 
avons déjà été amenés à considérer dans le premier chapitre, 
a reçu le nom de furce d'enh ainement. Représentons-en 
les composantes par X,, Yc, Z^. Il vient en conséquence : 


I 


b ^'>1 4- c — ’V- 

dp ^ ^ dp) 


(D) 


Y-+ M = Y. H»n 


2m 




dl 
dijr db' 
dl dt 


X -f- L — Xc wi 

„ jdx, da du, db dz, de\ 

Hiü-w + fdî-^-ind)’ 

I ,d‘‘x, 

(“s?-* 

/d.v, dd 

z + N = ?, + »(„"^i+r^- + c"^) + 

Avant de pousser plus loin cette transformation, posons 


dc'\ 

lit)' 
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certains résnltnis algébriques qui nous serviront à simplifier 
les calculs. Si l’on clilTérciilie les six équations (l) qui ex- 
priment les conditions auxquelles satisfont, dans tous les cas, 
les cosinus, on en lire les six relations suivantes : 

adu -H a'da' -f- a"da" = o , 

adb -f- àdb' 4- a"db" = — {bda b'da' 4- b"da") , 
bdb 4- b'db' 4- b"db" = o , 

cda 4- c'da' 4- c"da" = — (adc ■+■ a'dc' 4- a" de") , 
ede 4- c'dc 4- c"dc" = o , 

bdc -f b' de' b" de” = — {cdb 4- c'db' 4- e”db”) . 

Pour alin'ger, nous écrii'ons : 



I cdh 4- c'db' 4 - c”db'' = pdi , 
adc 4 - a'dc' 4- a"de" = qdt , 
bda 4 - b'da' 4 - b''da" = rdt ; 


p, q, r, étant d('s fondions convenables du temps, telles que 
leurs iutégniles soient t'-gales aux intégrales totales des pre- 
miers membres, ün peut considérer tous les cosinus comme 
dépendant exclusivement de ces trois quantités, puisque, 
selon notre remarque, les neuf cosinus ne représentent réel- 
lement que trois inconnues distinctes. 

Reprenons mainteiiantla transformation desi‘quations(D), 
qui se trouvera facilitée par les relations que nous venons 
d’écrire. 


Multiplions respectivement ces équations (D) par «, a', <i", 
et ajontons-les membre à membre. Dans cette somme, le 
d^Xr 

terme i multiplié par o'~| n’’4-rt"', quantité qui 

. ... ... rf’Vr . 

est égalé a 1 unité; les termes , seront mnlliplies 


par ah-\-a'h' -\-a"h" , «c4-«V-t-a'V', quantités qui sont 
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iiulles. Des réductions uiinlugiies sc produiront dans les 
ternies suivants, en vei tn des relations ( 2) et (3). Kinale- 
iiient, toutes les sinipliüeatioiis faites, réqiialion deviendra : 


U (X -f- L) “f- O (\ ■ f- M) “1“ (2^ N) — ü\f -f (2 ï O /r -f- 


d‘x. 


2m i^q 


dt 


dt 


Mais remarquons que, a, a" étant les eosimis des an- 
gles formés par 1(!S trois axes fixes avec l'axe des x mobiles, 
et X, Y,... étant les jn'ojeclions sur les mêmes axes fixes 
des forces extérieure et intérieure qui sollicitent le point 
wi, le premier membre de cette é-quation repré'sente la somme 
des projections sur l’axe des x mobiles de toutes les compo- 
santes de ces forces, c’est-à-dire la composante de ces forces 
elles-mêmes suivant cet axe. Pareillement, les trois premiers 
termes du second membre repré-seiUeiit la composante de la 
force d’entraînement, suivant le même axe des x mobiles. 
Désignons par «, ê, y, les angles de la force réelle exté'rieure 
avec les axes mobiles ; de même par fj., v, , S, , y, , les 
angles de la force réelle intérieure et de la force d'entratne- 
ment avec les mêmes axes. Désignons d’ailleurs par P, I 
et P. ces trois forces, et par r,, n,, ic,, les projections de la 
vitesse relative sur les axes mobiles. L'équation ci-dessus 
peut alors s’écrire : 

d^X' 

m = P cos * -f- I COS À — Pe cos «, — 2m {qti\ — ru,). 


Si les mêmes calculs qu’on vient de faire sur leÿ équations 
(ü), en les multipliant par a, a' , sont répétés en les mul- 

tipliant par b, h', h", on obtiendra une équation semblable à 
la précédente et se rapportant à l’axe des y mobiles, au lien 
de l’axe des x. Enlin, en multipliant par c, c', e", on aura 
la relation concernant l’axe des z mobiles. Le système des 
équations (D) se trouvera ainsi remplacé jiar le suivant : 
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Pc cos a, — 2»rt {(jiv, - >•«,) , 
l’c cos Ce — 2m (/T, — pn'r), 
P, cos y, — 2m {pu, — tp\) . 

lf>9. — Nous allons dtHluhc do ocs ('■quations plusieurs 
consi;quenc(,‘s intéressanlos. 

1" Los premiers inembres reprc'sontont les composantes 
suivant b's axes mobiles d'une force capable de produire le 
mouvement du point materiel par rapporl à cos axes consi- 
dér(*s conune fixes. Celle force est donc ce que nous avons 
appel(* la force appnvente. L'ensemble des trois ('-qualions 
nous inonlre que la force appai'ente est la r(‘sultante do la 
force nielle ^ extérieure et int('-L'ieure) et do deux forces fic- 
tives, dont l’une a ét(‘ reconnue être égalé et contraire à la 
force d'entialiiemenl, et dont l’autre, conséqueniment, ne 
peut qu’être égale et contraire à la force de rotation composé-e. 

La valeur de la force d’entrainenienl est fournie par les 
expressions (c) : ses composantes suivant les axes fixes sont 
les suivantes ; 


/ d'-'r, „ . . 

m -pc- = P cos a -L 1 cos /. — 

(it- 

(F) ( m = P cos c -L I cos y. — 
(fl 

”* liF ^ ^ I cos '.1 — 


X, = m ( 


'(fc (f(i d^b (Pc 

-1 -Tr Xî- + y< -F -r 


dp 

^ jiPr. (Pa' (Pb' d‘‘c'\ 


dp 


„ jcPt. (va 

Z'.= »»* ( -HT 


dp 

(Pa" 


dp 


dp 

‘IIÜ' 

dP 


dp 

d^' 

dt 


-F 2, 


d‘‘c‘ 

dp 


)■ 


Ces valeurs ne dépend(;nt, à chaque instant, que delà po- 
sition relative du mobile à ce mêine instant et des luis 
du mouvement dos axes mobiles par rapport aux axes fixes. 

La force de rotation composé-e a pour projections sur les 
axes mobiles : 
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2m (//If, — ni,) , 2m (;t, — pn\) , 2m {pu', — qr,). 

Si donc on I.t dcsigne par Pc, on a : 

:= 2mV'"(i/tf, — ru,y (»’i'r — pii'tY -f- {pu, — qi'.y . 

Cc‘s valenre ne dépendent, à chaque instant, que de la vi- 
tesse relative du point materiel à ce même instant, et des 
quantités p, q, r, c’est à-diiti des lois du mouvement des 
axes mobiles. 

.2“ Les termes qui dgureiit dans les équations ( F) repré- 
sentent aussi bien les accélérations du mouvement pro- 
jeté sur les axes que les composantes des forces correspon- 
dantes suivant les mêmes axes. On retrouve ainsi les résultats 
connus, savoir : que raccéléralion du mouvement relatif 
projeté sur une direction quelconque est égale à l'accéléra- 
tion du mouvement réel moins les accélérations des mouve- 
ments d’entrainement et de rotation composée. 

3» Kepri'sentons par a,, ê,, y,, les angles de la force de 
rotation composée avec les axes mobiles. Les équations 
pourront se mettre définitivement sous la forme : 

(l^ Æ 

I m = P cos a -I- I cos /. — P, cos a, — P, cos or, , 

(Pu 

m = P cos O -i' I cos w — I’, cos ë, — P, cos c» , 
rfr ' 

dPz 

m = P cos y -f- I cos v — P. cos y, — P, cos y,. 

Nous voyons d’après cela que le mouvement relatif d’un 
point inati'i'iel appartenant à un système quelconque peut 
être traité comme un mouvement absolu, pourvu qn’on ajoute 
aux forces réelles deux forces fictives égales et contraires 
aux forces d’entrainement et de rotation composée. Lud’ati- 
tri's termes, entre les coordonnées relatives dti jioint inalé- 
ricl et les composantes de toutes ces forces suivant les axes 
t. Î5 
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mobiles, il existe ideutiqiieincnt les mêmes relulions qn'en- 
Ire les eoordomiécs absolues et les eomposanlcs des forces 
molnces suivniit les axes fixes. 

170. — üii peut donner à la valeur de la force de rotation 
composée une autre foi'ine (|ui mette mieux en évidence la 
manière dont elle agit sur le point materiel. 

Je remarque premièreiueiit que la direction de cette force 
est perpendiculaire à deux di cites qui feraient avec les axes 
mobiles des angles ayant respectivement pour cosinus les 


quantités ; 



V, 

Ut 

itv 

Vv) -f- ■+- «■; ' 

V c’ -i- u\ -f- ' 

Vv\ -f- n\ + rv\ ’ 

et 

P 

<! 

r 

Vp' -t- 9 ’ -f- ‘ 

Vp‘‘ + f + r> ’ 

+ 9* - 4 - 

Il sullit, pour le démontrer, de chercher la valeur de 
l'angle que fait la direction de la force avec chacune de ces 


deux droites, et de vérifier que le cosinus est ideiitiquemeiil 
nul. |•'n effet, faisons le produit des cosinus, deux à deux, 
des angles formés irspectivement par la force et par la pre- 
mière droite avec cliacuu des axes mobiles. Ce produit 
donne, comme on sait, le cosinus cliercbé : oi', lu luiméra- 
teur est égal à 

IV (</uv — ru,) + U, [rv, — pn\) -f- tv, {pu, — qr ,) , 

quantité qui se réduit identiquement à xéro, quand ou effectue 
les calculs indi(|ués. Ou verrait de la même manière que le 
numéi'aieiir de la fraction qui exprime le second cosinus se 
réduit également à zéro. 

Soit doni; M lu position du point matériel par rapport aux 
axes mobiles, à l'origine de l’instant considéré, M V, la di- 
rection de la vitesse relative par rapport aux axes mobiles, 
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et MN la longueur du déplaccnionl subi pcndanl l’iiislant 

dt, en vertu de celle même 
vitesse et par rapport aux 
mêmes axes mobiles. .Soit 
eiirm I la position de 
la droite ((ui fait avee les 
mêmes axes mobiles des 
angles dont les cosinus 

r 



Fig. S5. 


sont respectivement égaux a 
r 


reclion de la vitesse relative 


Il est clair (pie la droite MV,, (jui est la di- 
rait avee les axes mobiles des 


JV 


angles dont les cosinus sont représentés par — , , 

- . . — ^ — Ci's deux lignes MV, et 

M I sont donc celles dont ou a parb' ei-d(‘ssus. Puisque la 
force que nous eonsidcTons en ce moment-est perpendicu- 
laire à leurs deux directions, elle est perpendiculaire aussi 
à leur plan ; donc son action snr le point matériel N se ré- 
duit à l’élever normalement au-dessus de ce plan. Mais, 
pendant un temps infiniment petit, les quantités />, q, r 
peuvent être considérées comme constantes; par s^iite, la 
direction M I est aussi constante, ou, si l’on veut, celle droite 
reste immobile. Le mouvement impriim- par la force consiste 
donc à décrire un arc de cercle infiniment petit, autour de 
M 1 comme axe, avec iVC comme rayon, et normalement au 
plan \ ,.M 1. Ainsi, pour le jioinl matériel considéri’’, la droite 
M 1 est l’axe instantané de rotation anionr diupiel tonrne 
le système (Milier des axes mobiles, pendant le temps dt, 
quand on comjoit le mouvement do ce systcine comme dé- 
composé eu une translation égale à rentrainement du point, 
et en une rotation autour de ce même point, .\cluelle- 
i5. 
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nient, supposons que p:ir le point M on inene deux systèmes 
d’axes eoordonnés, l’un parallèle aux axes fix(*s, raiiire pa- 
rallèle aux axes mobiles dans leur situation actuelle et in- 
variablement lié avec eux. Les valeurs des angles a, a’, 
a", b .. conviendront à ces nouveaux axes, ainsi que les va- 
riations que subiront ces angles par suite de la roiation au- 
tour de M I. Les coordonnées du point N, par rapport à ces 
nouveaux axes mobiles, seront ('-gales respeeiivemcnl à 

v^t , u,dt , IV, dt , 

puisque .M N est la longueur parcourue, pendant rinstaiit df, 
avec la vitesse relative. Par conséquent, les coordonnées du 
même point N, par rapport aux nouveaux axes fixes, seront 
respectivement 

(or, -H bu, -f- CW,) dt , (a'v, - 1 - b'u, 4- c'w,) dt , 

(a"v, 4- b" II, 4- c”w,) dt. 


Si nous voulons exprimer qu'il y a une rotation instanta- 
née autour de l’axe .M I, il faut dilTércntier ces coordonnées 
du point \, en y regardant 11, b, c, a'... comme dépendant 
seules du temps, et r„ m, ... eomine ne changeant pas. 
Soit a la vitesse angulaire de rotation, et a, c, 7 scs angles 
avec les nouveaux axes lixes : la vitesse absolue du point N 
sera 12. NC; et on aura, pour les trois axes : 


I da db dc\ 

>C.12.cosa = ^r,^-P,o^ + tv,^) 

.... „ / dd db’ dc'\ 

, , / da" db" de" 

M.. 12. cos7=(tv^--+n,--^-4 nv-^ 


dt , 



.Multiplions la première ('(piation par a, la deuxième par 
la troisième par et ajoutons : la somme des premiers 
membres repn'-sentera la piojeclion de la vitesse 12 NC 
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sur l’axi! ilrs r iiiobilfs ; la soiiinio des seconds membres 
cunliendra des qiiunlili'-s qui ligurent dans les relaiiuns du 
n" 168 (A/*). Si l’on fait les r(*dnciions qu'on a indiquées à 
celte occasion, il viendia : 

N(; . 12 cos = {qti\ — ru,) dt , 

en représentant par a, l'angle foniK' par la vitesse relative 
avec l’axe des x mobiles, 
ün obtiendra de la même manière : 

■NC , 12 cos Or = (rr, — ptr,) dt , 

NC . 12 cos y, = {pu, — i/e,) dt. 

Taisons les carrés et ajoutons : nous alli ons : 

NC,, 

— y — ru,y + (rr, — pn',f + (j>u, — i/c,)’. 

.Mais, si nous désignons par 5 Tangle formé par lu vitesse 
relative .M N avec Taxe instantané .M I, il vient ; 

NC = MN . siii 0 = \,dt sin o ; 

d'on, en snbslilnani : 

12 . V, sin 0 = [/{ipv, — (•«,)* -H (rr, — pn\)' H- (/»«. — 7”r)’. 

Par suite, la valeur précédemment trouvée de la force de ro- 
tation composée prend la forme 

= 2ml2V, siua ; 

ce qui nous montre que celte force est égale an double pro- 
duit de la masse par la vitesse angiilaii'e et par la vitesse 
relative pi ojeté-e sur un plan perpendiculaire à Taxe instan- 
tané de rotation, et qu’elle est à la fois pei pendicitlaire à la 
direction de la vitesse l'elalivect à celle de Taxe instantané. 

On pourrait trouver dii ectcmcnt cette valeur par la consi- 
dération gi'omi-triqiie di jà pn‘senlt-e dans la remanpie du 
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11 ° 1G6. IV'iulaiil la rotntiun iiistaiiluixV, ou peut, ou elTot, 
roRardor la furco toniiiie coiisiaiilo ou grandeur o( eu direc- 
lioii : si doue on d('-sigue colle rorce par Pc et par e l'arc iu- 
riiiiuieut petit parcouru, ou a 

e=',-^dl\ d’où P. = 

( l.’arc e est uu inliuiiiieiit petit du deuxième ordre, puisque 
le rayon NC et l'angle décrit sont tous deux inliniment pe- 
tits. ) ür, e = 12 NC. <// = iîV, siuü.»//'' ; couséqiieinmeiit , 
comme plus haut, Pc= 2«/12V, siu y. 

Cette méthode est, comme ou voit, heaiicoup plus simple; 
mais elle ne doit pas dispenser de la précédente, qui dé- 
montre l’identité de celte valeur de la force avec celle déjà 
trouvée sous une autre forme analytique. 

Remarque. — Ou peut obtenir une valeur très-simj/le de 
la vitesse angulaire i2. En effet, on vient de trouver : 

i2V, sin 0 = (ij/nv — {rv, — ptr,y ■+- {pu, — qv,y. 

Or V, = l/i>î -i- a; , 

sin J — V/l — cos ’y . 

Mais 5 étant l’angle des deux directions Ml et MV, , on 
aura la valeur de son cosinus en faisant la somme des pro- 
duits, deux à deux, des cosinus des angles que ces deux 
angles forment avec les axes. Donc, en ayant égard à la va- 
leur ci-dessus de V,, on trouve : 

> pr, -t- '/«, -E nrv 

cos 0 = ■ ^ - r - - - , ' — . 

+ q'^ + r’ \/ 77» -t- u\ -H tv\ 

et par suite : 

«in -î = +■ (>T'r — ? WV)^ -f - ( pU,~ qi\Y 

Vp- -\rq^^- r* \^v\ + u\ 4- »’’r 


Di.j; 


Cooglc 
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Si l’oH substitue la valeur de Vrsiiiÿ dans la première relation, 
ou obtient la valeur de ii, qui, toutes réductions faites, est 
la suivante : 

ü = [/p^ -f- f 4- /-î . 

Ainsi la vitesse aujtulaire autour de l’axe instantané de ro- 
tation est simplement fonction de q, r, c’est-à-dire fonc- 
tion des cosinus des angles que les axes mobiles forment 
avec les axes lixes. 

On voit en même temps que les produits de cette vitesse 
par les cosinus des angles que fait l’axe instantané avec les 
axes mobiles sont respectivement égaux à q, r. Os trois 
quantités représentent ilonc bs projections, à tout instant, 
de la vitesse angulaire sur les axes mobiles. 

171. — Actuellemetit, reprenons les équations 

d^Xr 

I m = P cos a -t- I C 08 A — P, cos a, — P, cos «c , 

(A,) < m = P cos f -1- I cos a — P, cos 6, — P, cos 5, , 

I d^z, 

I m = P cos 7 -1- I a»s v — P, cos y, — Pc cos y, ; 

et voyons ce que deviennent pour le nionvement relatif les 
différents théorèmes démontrés pour le nionvement absolu. 

Nous rappellerons qiu' dans les équations ci-dessns il n’y a 
pins de trace des axes fixes, et que tontes les quantités y sont 
estimées par rapport aux axes mobiles, en sorte (pie ces 
équations sont bien celles qui conviennent à un inonvement 
relatif dans lequel on fait complètement abstraction de la 
mobilité des axes, et on l’on agit exactement comme si l’on 
avait affaire à un mouvement absolu. 

D’une manière gc'-nérale, on voit que tontes les propriétés 
du mouvement réel peuvent être étendues au mouvement ap- 
parent, pourvu qu’on adjoigne constamment aux forces réelles 
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<l(“ii\ forces fictives égales et contraires à la force d’enlraî- 
iienient et à la force de rotation composée. Dès lors il n'y a 
aiiciine difllciilti- à approprier à ce nouveau inouvemetil tous 
les é'iioncés qui se rapportent au niouvemenl absolu. iN'oiis 
pourrions donc nous dispenser d’entrer dans aucun détail à 
cet égard. Toutefois, nous passerons eu revue les pmpriétt'S 
les plus importantes, autant pour familiariser l'esprit avec 
le moiivemenl relatif que pour faire ressortir un certain 
nombre de cottséqueiices. 

1° Qnanlilé totale de mouvement et centre de gra> 
vite d’un système. — Si l'on établit pour chaque point 
matériel des relations analogues au groupe (.A,), et qu'on 
ajoute ensuite toutes les équations concernant le même axe, 
on aura trois équations finales, dans les(|uelles toutes les 
forces intérieures disparaîtront, car ces forces, étant égales 
et opposées deux à deux, donnent, suivant les axes mobiles 
aussi bien que suivant les axes fixes, des sommes algébriques 
de composantes identiquement nulles. Kn conseipience, la 
quantité totale de mouvement, projetée sur une direction 
quelconque, sera égale à la somme des impulsions des forces 
réelles extérieures et des forces fictives, projetées sur la 
même direction; et le centre de gravité se mouvra comme 
si tonies les masses y étaient condensées, et toutes les forces 
exli'i icures et fictives tran.sportées parallèlemeiil à elles-mê- 
mes. Si les forces extérieures sont elles-mêmes n'ciproques, 
ou plutôt si toutes les forces nielles sc réduisent à des forces 
intérieures, ainsi que cela a lieu pour reiisemble du système 
planétaire, la quantité totale de mouvement et le déplace- 
ment du centre de gravité, rapportés aux axes mobiles, seront 
dus aux seules forces fictives correspondant au mouvement 
de ces axes. C’est là la; qii’oii doit observer (|uaiul on rap- 
porte le centre de gravité du système solaire à des axes qui 
participent au mouvement tcrrestie. 

2" Théorèuie îles aires. — Il est pareillement évident 
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que les tenues provenant des l'orccs intérieures disparais- 
sent , et qiK!, si en mille les forees extérieures sont r('■ei- 
pruques, la soinuie des masses respectiveinenl multipliées 
par les pi ujeclions des aires diicrites sera égale à la somme 
des moments des projections des Ibrees lietives. 

.î- Théorème des forces vives. — La variation élé- 
meuiairi' de la force vive de chaque point, estimée dans le 
inonvement relaiif, sera égalé an travail élémentaire de 
toutes les forces, réidles et lietives, de ce point ; ce travail 
étant pareillement estimé dans le mouvement relatif. En 
effet, le travail de la force ré'elle extérieure aura pour ex- 
pression P</ir,cos </*■,), en appelant J», le di'placement re- 
latif inliniment petit : celte expression pourra se mettre sous 
la forme PVrf//cos: P, V,) ; le travail de la force réelle inlé- 
rieui’e s’écrira de même I V,</fcos;^I, V,); celui delà pre- 
mière force fictive sera — P. V,<//cos(Pe , V,) ; quant à celui de 
la force fictive é-gale cl contraire à la force de rotation com- 
posée, il sera évidemment nul, puisque la direction de celte 
force est perpendiculaire à la direclion de la vitesse relative : 
c’est du r<‘ste ce qu’on vérifierait également en multipliant 
respectivement par c.tU, iiÂ/, «•.f// les derniers termes des 
équations (F,), et ajoulant, ce qui donne le travail de celte 
force : la sommi* des qnaniiti's ainsi formées se réîduit à zéro. 
Finalement l’équation de la force vive d’un point matériel se 
simplifie et devient : 

(Hr) di mV7 = j Pcos (P.V.) -|- Icos (I.V,)— P.cos(P„V,) j V, d< . 

Par suite, ré(|uaiioii des forces vives d’un système quel- 
conque, dynamiiiue ou géométrique, sera : 

(L,) j Pcos(P,V,)-Mcos (I,V,)— P.cos(P.,V,) j ; 

ce qui signifie que la variation élémentaire totale de la force 
vive relative d’un système quelconque est égale à la somme 
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des tiavaiix éléineiitaires des forces réelles (exlérieiircs el 
iiilérieures), el des forces ficlives égales et conlraires aux 
forces d'eiUraiiieiiieiit; ces travaux é‘ianl tous estimés dans 
le mouveitieiil relatif comme s'il s’agissait du mouvement 
absolu. 

Si le système est géométrique, le terme dû aux forces in- 
térieures disparait, ainsi qu’on l'a démontré au n" lAl, par 
suite, l'équation des forces vives devient : 

(G,) (lli mV? = .iV, (/( j P cos (P,Vr) — P, cos (P„V,) { . 

Ca;s relations ne diirércni de celles qui se rapportent au 
mouvement absolu qu’eu ce qu’ou y introduit nu terme dû au 
travail des forces liclives égales el eoiilraircs aux forces d’en- 
traînement, c’est-à-dire égales el conliaires aux forces qui 
seraient capables de produire le mouvement de chaque point 
s'il était tout à coup invariablement lié aux axes mobiles. 

L’équation (G,) ne conviciil (ju’aux systèmes géométri- 
ques parfaitement libres. Je veux diix> par là que, si quel- 
que point s’y trouvait individuellement assujetti à demeurer 
sur une courbe ou sur une surface donnée, le Utrme dû au 
travail de cette force d’assujeltissemeul ne disparaiir.ail pas 
de l’équation. Ce travail, représenté par IV, rf/ cos(I, V,), 
ne serait pas nul ciïectivenicnl, parce que la direction de la 
force 1, normale à la surface, n’est pas perpendiculaire ù 
la direction de la vitesse relative, mais sciilemeul à la di- 
rection de la vitesse ré-clle, qui est la résultante de la vi- 
tesse relative el de la vitesse d’entraînement. Dans le 
mouvement absolu, celle circonstance ne se produit pas, et 
le travail disparaît toujours dans l’équation des forces vives, 
parce que c’est précisi'menl la vitesse réelle tpii y ligure. 

L’('-qualion de la force vive d’un point matériel, dans le 
mouvement relatif, nous permet d’appriicier ce que devient 
1a même équation dans le mouvement absolu, lorsque le 
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point ost assujciii à diMiioiircr sur uiio coui1)p ou sur une 
suil'ace (|ui, au lieu de rester ti\e, est elle-inèiuc douée 
d'iiii certain inoiiveiuent dans r<‘space. lùi cfVet, si l'on 
prend un système d'axes ree.tangnlaires invariablement liés 
à la courbe ou à la surface, les étiuations de cette courbe 
ou de cette snrfaee, relalivemcut à ce système d’axes mobi- 
les, seront les mêmes (|iie dans le cas oii tout est fixe. Or, 
nous pouvons lapporter le mouvement du point matériel 
aux axes mobiles, ce qui nous fait rentrer dans la théorie 
précédente du mouvement relatif. Il y aura donc lien d’en 
appliquer les cons<‘qucnces, et, par suite, d’établir l’équa- 
tion (H,); en reinai(|uant (|ue le terme dn à la force d’assu- 
jettissement I disparaît, puisque, la vitesse iTlative S’exer- 
çant suivant la courbe ou la surface , la direction de la 
force lui est perpendiculaire ; de sorte que la relation de la 
force vive, convenable an cas oii la courbe ou surface d’as- 
sujettissement est mobile, est celle-ci : 

f/i mV^ = j P cos (P.V,) — P. CüS (P„V,) I V, rf/ ; 

dans laquelle P, lepréscntc la force qui serait capable de 
produire rentrainement du point matériel, si on le suppo- 
sait tout h coup invariablement lié avec la courbe ou la 
surface mobile. Cette relation difi'èi'e, comme on voit, par 
suite de la présence de cette force fictive, de la relation qui 
convient à la fixité de rassujettissement. 

Uemarque. — L’équation des forces vives peut être éta- 
bli(‘ directement, par la considc-ration des moments vir- 
tuels, et sans passer par les é(iualions générales (A,) d’où 
nous l’avons déduite. 

Kn effet , remarquons que le mouvement absolu d’un 
point matériel peut être considi'-ré comme résidtant 1“ de 
son mouvement relatif; 2" d’un mouvement égal à celui 
qu’il ivcevrait s'il était tout à coup lié d’une manière inva- 


Digiiized by Google 


396 


l.l\RE IV. 


MOrVEMF.NT RH.ATIK. 


nublo nvoc los :ixos mobiles. L:i vilcss»! nbsoltie est la iv- 
siiltuiite, à ebaqiie instaiil , île la vitesse relative et tie la 
vitesse irentraînement. Soit V, V, et V, ces trois vitesses, 
r, U, ir, Vr, «„ w., et rr, n,, w, lem-s eompoiaiites suivant 
trois axes fixes ; de sorte (|ii’on a : 

r = i\ + t’e , n — Hr + U, , w ~ ir, -f- i»v . 

Le principe des forces vives dans le inonvemeni absolu 
donne : 

(I) d i m V’ — P V dt cos (P,V) ; 

en représentant pour abréger par la seule lettre P la résul- 
tante de toutes les forces, tant intérieures (pi’extérienres, 
qui sollicitent le point m ; soit d’aillenrs X, V, Z les eoni- 
posantes de P. On petit remplacer l’iMpiation ci-dessus 
par 

(2) X vdt -\- Y udt t- Z mit ■= m (ri/e -p ndti -f- ivdiv) , 

A cause des relations qui existent entre les ti'ois vitesses, 
absolue, relative et il’eiitraîncment, cette équation de- 
vient : 

(3) Xe, (Il -f- Ym, dt -p Zir-,, di P Xr, dt P Y//, dl -p Zir, dt — 

I , dv , , du , dw\ 

= (U^-l-n: dt-^j 

-P m 

-p m (iv di\ «, du, -t- (l’r div,) . 

Or, le mouvement d’entraînement est compatible avec l’é- 
tat du point matériel, s’il est libre on s’il est assujetti à de- 
meurer sni’ (pielqne courbe ou surface qui soit elle-même 
invariablement liée avec les axes mobiles. Dans ce cas, on 
peut prendre le monvement d’entrainement pour déplace- 




f// 


(/ve . . dur da\ 
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ment virtuel dans le inouvenieiit absolu, et par suite on peut 
établir I équation des moiueiits virtuels : 


Xco fit -b di -H Zn\ dt = m 


idv , _ du 


di 


4 



ce qui fait disparaître les trois premiers termes de cha- 
cun des membres de l'équation (5). La somme des trois 
termes lestant dans le premier membre pourra s’écrire 
PV,dt cos (P, V,). Quant aux autres termes du second 
membre, on a évidemment ; 


>11 (e,. di\ -f- >/, du, -f- nv div,) — 

= rf i m (e? -h M? 4 - xv;) = dj ni V? ; 


d’un autre côté, remarquons que m 


dr, 

m 



m 


dw, 

dt 


sont les projections , suivant les axes, de la force capable 
d’imprimei' an point matériel son inonvement d’entraine- 
ment ; en appelant cette force 1\, les ti'ois termes qui s’y 
rapportent iionrront s’écrire P. cos (Pc,V.). Kn sorte 
(pie l’équalion (5) devient : 


P V, di cos (P,V,) = (i-i >n V? -+- P.Vr dt cos (P„V,) , 
d’où l’on déduit la relation déjà trouvée : 

(/î m V? = j P cos (P,V,) — P,, cos (IV,V,) j V, dt . 

ün jiasse de là aisément au cas d'un système géométriiiuc 
parfaitement libre : car le inonvement d’entraînement d'un 
point ([uelcompie peut toujours être pris pour mouvement 
virtuel : il est compatible av(‘c. I(*s liaisons du système, 
puiscpie, celui-ci étant suppoS(- libre, rien n’empc’cbe de le 
faire parlicipiu', à un moment donné, an monveincnt des 
axes mobiles. Au contraire, s’il existait quelque point indi- 
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vidiiellcinciil assujelli à demeurer sur une courbe ou sur une 
surface donnée, la dénionslralion ne s’appliquerail plus; 
car le mouveineni du système conçu à un certain moment 
comme invariablement lié avec les axes ne serait pins com- 
patible avec 1 étal des liaisons, à cause de rassujettissemenl 
supposé. Nous retrouvons donc ici la même remarque 
présentée plus liant, relativement au travail de la force 
intérieure d’assujettissement , ipii ne disparait jias de 
réqiiaiion des forces vives. Le seul cas on, malgré les assu- 
jettissements individuels, la démonstration ci-dessus s’ap- 
pliquerail toujours, et oii, par conséquent, le travail des 
forces intérieures correspondantes ne figurerait pas, serait 
évidemment celui où toutes les courbes et surfaces d’assu- 
jettissement, au lieu d’èlre lixes, auraient le même mouve- 
ment que les axes : car, par suite de cetlc circonstance, 
renlraincment continue à être compatible avec l’étal des 
liaisons. C.’cst justement le cas examiné plus liant, de la 
force vive d’un point matériel glissant sur une courbe ou 
sur une siirfaci; en mouvement. 

172. — Il est iniéressanl de voir ce que deviennent les 
théories que nous venons de présenter, lorsque les axes 
mobiles, au lieu d'avoir le mouvement le plus gi-néral <pic 
nous leur avons supposé, ne possèdent qu’une sinqile trans- 
lation, qui, conséquemment, n’altère pas leur direction pri- 
mitive dans toute la suite de leui' déplacement. 

Les équations dn mouvement relatif sont dans celle hy- 
pothèse : 


I ffi~ (pr 


(A-) 


7H -nr — P cos a -1 I cos A — in 
dr dr 

d^ij, „ r , I 

m -r,- P cos 6 4-1 cos u. — m 
dv ' dv 
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En effet, lu foi'cc de lotatioii composée dispuruit; quuiU 
à la füiccd’eiiliaiiioinciU, elle est, pour chaque point, égale 
à la masse multipliée par racoMéraliuii (h^ la Iniiislatioii 
commune, ou multipliée par l’accéléiatioii du déplacement 
de l’oiigiiie des axes mobiles, dont nous désignons les .coor- 
données par £, r, Ç. 

Il ici) n’empéclie de prendre les axes fixes parallèles à la 
direction constante des axes mobiles : aloi's les composanles 
des forces seront les memes par rapport à Tun ou raiilro 
système d'axes. Les équations ci-dessus peuvent alors s’é- 
crire : 


d‘x, 
dO '' 


(A,)- 


V I 

X -t- L — ”* » 


tH 

dt-‘ 

d% 


d^z. 


di 




On voit qu’elles ne diffèrent de celles du mouvement ab- 
solu que par la |irésencedu dernier terme. Pour que l’iden- 
tité fût com|)lète, il faudrait qu’on eut : 


(Pc _ _ en _ 

dP ~ " ’ dP dP~°' 


c, c et c" étant des constantes, .\insi, tpiaiid la Iranslalion 
des axes est un mouvement rectiligne et uniforme, les équa- 
tions du inouvenient relatif sont identiques à celles du mou- 
vement absolu. On ne doit pas s’en étonner, car les accélé- 
rations suivant les coordonnées sont les mêmes dans les 
deux mouvements, puisqu’à chaque instant les coordonnées 
absolues sont égales aux coordonnées relatives augmeutées 
respectivement de (piantités proportionnelles à la première 
puissance du temps. 
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Ou déduit de la dernière forine donnée aux éqtiations 
(A,) diverses conséquences. 

Les équations du eenli'e de gravité sont 


.M 


ti‘Xf 

~,i(‘ 


V 

“ lie 


— M 


djl 

dt- 


M ' Y _ M 

de ^ de — de ' 

M 

de 


im = :^z — M 


de 


W' 


en leprésentant par AI la masse totale et par x„ y,, z, les 
coordonnées relatives du centre de gravité. Nous voyons 
donc (pie le niouveincut relatif du centre de gravité a lieu 
comme si tontes les masses étaient condeiisé(*s en ce point, 
et qu’elles y fussent sollicitées par tontes les forces du sys- 
tème, au\(piclles on ajoiilerail ime forci* égale et contraire 
à celle qui pourrait communiipier à cette masse totale le 
mouvement de l'origine des coordonnées. 

Si les forces réelles sont nulles, le mouvement du centre 
de gravit!* ne sera pas nul ou uniforme , comme lorsipi'on le 
l•apporte à des axes lises, mais il .sera égal et contraire à la 
translation de l’origine des coordonnées. Il serait nul ou 
uniforme, dans le mouvement relatif comme dans le mouve- 
ment absolu, si la translation des axes était (*llc-inêine reo 
tiligne et uniforme. 

A’oyous également ce ipie devient le tlu'orème des aires 
dans le cas d'une simple translation. Les équations dilTère- 
ront de cell(*sdu mouvement absolu, en ce qu’il faudra ajouter 
«ux moments des forces extérieures ré'ellcs les momeuts des 
forces ('‘gales et contrair(*s aux forces de translation. Pour 
l’éqiyilion'qui se i-apiiorte au plan des .ry, par exemple , il 


faudrait introduire le terme — ;/i 
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peut se inellre sous I;i fornK! — Imx, — 

Il en serade même pour les deux autres é(|iialioiis ; eu sorte 
que les n-lalious des aires deviendront les suivantes : 


^ {^X. - X,Jr) - IviXr - 

V(X.-Z.)-(^v,._ 

I(Zy,_Y.,)-p2my,- 




(U^ 


Zmy, 


Zm 


dt^ 


dX V 


dt^ 


Z 7n.r, 




d’r; 

dF 



rft» ' 


r , À r désigDaiit les projections des aires décrites 
sur les plans de coordonnées mobiles. Ces (-quations seront 
identiques à celles qui conviennent au mouvement absolu, 
si les termes dus aux forces de translation sont nuis, ce qiti 
peut avoir lieu d’une de ces trois manières ; 

1 Quand la translation est rectiligne et uniforme - parce 
,, , (/’; d‘‘r, dX 

quators sont individuellement égaux à zéro. 


2" Quand l’origine des coordonnées mobiles coïncide con- 
siammeul avec le centre de gravité du système ; parce qu’a- 
lors, en vertu des propriétés connues du centre de gravité, 
on a : Imx, =o, Imyr —o, Imz, =o. 

3" Quand la force qui pourrait produire la translation de 
l’origine des coordonnées est dirigée constamment vers le 
centre de gravité ; parce que celte force étant, dans tous les 
d‘' d‘‘T d-t 

cas, proportionnelle à —, notre hypothèse revient 
à dire qu’on a : 


dH d"X 

dt^ (/«■•' dt'^ 

«n i-epresentant par x,, y„ les coordonnées relatives du 
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centre de gravité. Mais, M étant la masse totale, les tUéo- 
rèmes eonniis düiinent : 

,Ma-, — iLHir, , .My, = iwiy, , Mi, =2mr,. 

Les relations ci-dessiis peuvent donc se mettre sous la 
forme : 

(PI dH dX 

dp _ dp _ _d^ 

ItitT, hnij, Inu, ’ 

ce qui annule évidemment les moments des forces de trans- 
lation. 

En nous résumant, on voit (|iie, lorsque les axes mobiles 
se transportent parallèlement à eux-mêmes, d’un mouve- 
ment rectiligne et uniforme, les équations du mouvement 
relatif et les propriétés qui s'en déduisent sont identique- 
ment les mêmes que dans le mouvement absolu; et que, 
lorsque, la translation des axes étant quelconque, on place 
l’origine de leurs coordonnées au centre de gravité, les équa- 
tions des aires subsistent encore intégralement. 

Ces conséquences sont applicables à un système d’axes 
mobiles placés au centre de la terre, pendant un temps assez 
court pour qu’on puisse regarder le mouvement de ce centre 
comme rectiligne et uniforme. Les équations du mouvement 
d’un système de points miatériels, rapportés à de pareils 
axes pendant cette période, ne diffèrent pas dans leur forme 
des équations qui conviennent à des axes absolument fixes. 


De l’erreur commise dons l’appréciation dea forces 
vives quand on néglige les mouvements relatifs 
d’un système. 

173. — La théorie des forces vives dans le mouvement 
relatif nous permet de déduire une conséquence fort impor- 
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tanle que nous allons exposer, et dont nous indiquerons la 
principale application. 

Supposons que dans un système quelconque de points 
matériels en mouvement on introduise subitement des liai- 
sons telles que tous ces points soient désormais assujettis à 
demeurer à des distances invariables les uns des autres, 
c est -à-dire à constituer un solide géométrique. C’est ce 
qu’on nomme abréviativement goUdifier le système. La 
force vive du système avant la solidification est, comme on 
sait, égale à la force vive après, plus la force vive due aux 
vitesses perdues ou gagnées par suite de la solidification 
(nM52). Soit donc, pour un point quelconque, V la vitesse 
avant , V, la vitesse après et V, la vitesse perdue ou ga- 
gnée ; on a : 

1 \ mV»= J TO Vi -h V 1 ,n \\ , 

ou bien dl\mV = dl + 

D’un autre côté, concevons trois axes mobiles, dont le 
mouvement soit à chaque instant celui que prendrait le sys- 
tème des points matériels, s’il était tout à coup solidifié. Cette 
concordance est toujours possible, puisque les trois axes 
constituent de leur côté un solide géométrique. Le mouvement 
des points matériels avant la solidification, par rapport à ces 
axes mobiles, est précisément le mouvement perdu ou gagné 
par la solidification : c’est aussi ce que nous avons nommé 
plus haut mouvement relatif. Quant au mouvement du 
système, après la solidification, c’est ce que nous avons 
appelé mouvement d’entraînement , c’est-à-dire le mou- 
vement que recevrait chaque point matériel, si tout à coup, 
dans la position où il sc trouve, il était invariablement lié 
aux axes mobiles i car, par une telle liaison, opérée en 
chaque point, le système se trouve solidifié. Nous aurons 
donc, d’après ce qui a été démontré au troisième paragraphe 

Î6. 
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du n° 171, cil supposaiu d'ailleurs le sysléiiie p.ai failcmetii 
libre : 

(G.) dl^i m V’ = ly,(lt [P cos (P, V.) — P, cos (P„ V,)]. 

Nous pouvons négliger ici le travail dû aux forces inli'*- 
rieures des liaisons nuiluelles, si nous adiueiioiis iju’on «‘v.a- 
liie la force vive pour des époques où les points mali'-riels 
cepassenl par des positions telles ipie leurs distances rede- 
viennent les mêmes qu’auparnvaiit ; ou si le système est à 
liaisons géométriques. 

Combinons cette é-quation avec la précédente ; ou en 
déduit : 

(/i i mV^ = rfi i mV^ — dl{tn\] = 
:=dl\my^ — [pcos(P,V.) — P., cos (P„ V,)]. 

Un sait d'ailleurs que, dans le mouvement absolu , 

dl J mV= = lydt P cos (P, V) . 

Nous négligeons également le travail des forces de liai- 
sons, moyennant les mêmes restrictions (|ue plus liaul. 

11 résulte des deux dernières «'■quations : 

dl ’ ni V’ = lydiV cos (P, V) — :l V,«/( [P cos (P, V.) — 

— P, cos (P-, V,)]. 

.Mais V étant la résultante de V, et de Vc , sa projection 
sur lu direction de la force P est égale à la somme des pro- 
jections de ses composantes , c'est-à dire que Vcos(P, V) = 
V, cos(P, Vr cos(P, V, ). L’é(|uation ci-d«îssus se 

simplifie et devient : 

(1) dl'i m VJ = ly.dt P cos (P, Y.) 4- ^ P. V, dt cos (P... V,) . 

Coiilparons cette relation avec «•elle qu’on établirait pour 
un système solide, dans lequel la vitesse absolue du point 
matériel considéré serait constamment «‘gale à la vitesse V, , 
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P élaiU la furcc qui le sollicUc. (.'e système, qui serait 

pi'éeisémeiil le système prêcédenl solidifié à un inomeut 
donné, aurait poui’ ('rpialiun des forees vives : 

(■J) cou 

Il résulte de ce rapprochement ipie, si, dans un syslcinc 
quelconque, on prend pour équation des forc(‘s vives réelles 
l’équation (2), c'est-à-dire si l’on assimile le système quel- 
conque à un système constamment solide, on commet, entre 
deux époques pour lesquelles les distances mutuelles des 
points redeviennent les mêmes , une erreur représentée par 
l’inti-giale, prise entre ces époques, du dernier terme de 
l'équation (1), lequel exprime le travail de la force d’en- 
liainement estimé dans le monvement relatif. 

Si les déplacements relatifs des points matériels sont assez 
|)etits pour n'être pas aperçus par nous, le mouvement appa- 
reut du système n'est autre (diose que le mouvement qu’il 
aurait, s’il était réellement solidifu*, c’est-à-dire invariable- 
ment lié à des axes iqobiles. Ce sont les vitesses des points 
dans ce mouvement apparent qui figurent dans l’équation 
(2). L’erreur commise provient de ce qu’on néglige les 
très-petits déplacements relatifs qui ont lieu réelUmieiu en 
même temps que le mouvement d’ensemble, et qui .s’exei^ 
cent pur rapport aux axes mobiles, invariablement lié-s au 
système conçu tout à coup comme solidifié. A'ous verrons 
dans la Mécanique spéciale, à l’occasion des corps solides 
physiques, dans quel cas le travail di’i à la force d’entraîne- 
ment et à la vitesse relative est tout à fait m'-gligeable dans 
le calcul. 

Remarque. — 11 est presque superflu d’ajouter que, si 
l’on évaluait la force vive enti o des époques pour lesquelles 
les points ne repasseraient pas parles mêmes distances inn- 
tuelles, il y aurait à tenir compte du travail des forces inté- 
rieures, leqiiel dé-peiid, comme on sait, de rià-artement ou 
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du rapprucli€ineiil des puiiits matériels. Mais, lorsque les 
mouvements rclatil's sont trés-pclils, ou peut toujours ad- 
mettre que la variation de distanee ii'inllue pas sensible- 
ment sur resiiinaiioM de la force vive. On sait, en effet 
(n° 145), (|ue, H étant la force mutuelle et /■ la distance, le 
travail éliuuentaire est exprimé par et, par suite, le 

travail entre deux (''poejucs quelconques sera représenté par 
2it,.Ae, en désignant par K, rinteusilé moyenne, et par Ar 
la variation de dislancr! entre les deux époques considérées. 
Si le système possède sensiblement la même forme, on pourra 
négliger ce terme, puisque Ar est très-petit au bout d’un 
temps même très long. 

Quant aux forces d’assujettissement, c’est-à-dire celles 
qui proviennent de l'obligation individuelle des points à de- 
meurer sur des courbes ou des surfaces données, elles n’in- 
troduiront aucun terme dans l’équation des forces vives, si 
les mouvements relatifs sont assez petits pour que le sys- 
tème ait Vapparence d’un solide géométrique. Car cette as- 
similation implique que le mouveinentdu système réel, conçu 
tout à coup comme solidifié, est compatible avec scs liaisons 
effectives. Le travail des forces intérieures disparait donc, 
ainsi qu’on l’a démontré au n” 171. Mais si, au contraire, 
les mouvements relatifs avaient des grandeurs quelcon- 
ques, il ne serait plus exact de dire que le mouvement du 
système solidifié est compatible avec st*s liaisons. Les forces 
d’assujettissement donneraient lieu à un terme de la forme 
A IV, dt cos (I, V,) lequel s’ajouterait au dernier terme de 
la relation (1) ci-dessus, pour représenter l’erreur totale 
qu’on commettrait, en assimilant le système à un solide 
géométrique, dans rappréciation de ses forces vives réelles. 
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CHAIMTRK PREMIKR. 


MOMKNTS UINEKTIE, AXES ET CE.NÏKES ÜTNERTIE. 


Les Uiéorèiucs que uous uous propusoiis de démunlrer 
dans cet appendice sont purement géométriques, c’est-à- 
dirc tout à fuit iiidépendunts des considérations du inouvc*- 
nicnt. Ils sont destinés à fournir des résultats qui ti'ouve- 
l'out leur principale application dans la mécanique spé- 
ciale. 

Dèfinitùmit. 

17^. — On noinine moment d’inertie d'un point matériel 
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ppjp rapport à iiiio droite le produit de la masse de ce point 
par le carré de sa distance à celte droite. 

Cüininc on le voit, le mol inertie employé dans cette 
expression n’a aueiiii rapport avec le sens qu’il rw.oit dans 
lu loi d'inertie, ni avec la locution vicieuse d’i«c»7f'e de la 
tnaticre. Il est fâcheux qu’on ail ainsi diuivé le sens véri- 
table du mot, ou plutôt qu'oii ail liai pur ne lui en donner 
aucun ; car il est visible qu’au point de vue de l’étymologie 
l’expi'ession moment d’inertie ne siguiüe absolument plus 
rien. Il eut été bien préférable qu’on se servît d’un terme 
entièrement nouveau pour désigner ce produit, ou que, si 
on voulait le rattacher à d’autres mots déjà connus , on 
adoptât une locution composée avec ceux de ma*se et de 
rotation : car nous verrons plus tard, dans la Mécanique 
spéciale, que, lorsqu’on fait tourner un point matériel au-» 
tour d’un axe fixcaïuiucl il est iuvariablemeut lié, le produit 
ci-dessus joue, dans cette rotation, le même rôle que la masse 
dans le mouvement ordinaire. Mais, pour ne pas déroger aux 
usages reçus, nous garderons l’expression de moment d’i- 
nertie, en insistant sur ce qu'il ne faut chercher à rattacher 
ici au mol d’inertie aucun sens déjà connu. 

Rmproqueiiient, on appelle axe d’inertie la droite jtar 
rapport à la(|uelle on prend le nioiiient d’inertie. 11 y a une 
inflnilé d’axes d’inertie, comme il y a une inliniu* de ino- 
inents d’inertie. 

.Si l’on est amené! à considérer spécialeineul des axes d’i- 
nertie qui se coupent en un meme point, on nomme ce 
I)oint centre d’inertie. 

Pour un gi'oupc de points matériels, distribués d’une ma- 
nière quelconque dans l’espace, independanis ou liés entre 
eux, on nomme moment d’inertie du groupe, par rapport à 
une droite, la somme des moments d’inertie de tous les 
points pur rapport à celle droite. De sorte que, si m, m', 
m '.... sont les masses de divers points, r, r, r”, leurs 
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distances respectives à l'axe d’inertie, le inoinenl d'inciTie 
total sera éjçal à nu-- |- m'r'- -|- ni" >•"* quantité (Ju'üii 
représente ordinairement par 

IjR grandeur du inom<ml d’inertie varie evideiiiinenl avec 
la position de la droite. On eoneoil dès lors (pi’entre celle po- 
sition et la grandeur du inonienl correspondunl il puisse y 
avoir des relations intéressantes à connaître. C’est jusle- 
nienl là l’objet des théorèmes renl’ei'Uiés dans le présent 
chapitre. 

Hemurque. — Le moment d’inertie ne varie pas lorsque 
les points mattiriels, au lieu de conserver leurs -situations 
actuelles, tournent d’une manière quelconque autour de 
l’axe d’inertie, de manière à décrire des cercles perpendicu- 
laires à cet axe. Car, toutes les distances restant alors les 
mêmes, les produits wr% m'r"*... conservent leurs valeurs 
primitives. 


Proposition première. 

175. — Le moment d’inertie d’un groupe de points ma- 
tériels , par rapport à iin axe quelconque , est égal au 
moment d’inertie pris par rapport à un axe parallèle pas- 
sant par le centre de gravité du groupe, plus le produit 
obtenu en multipliant la niasse totale par le carré de la 
distance des deux axes, on, ce qui n;\ient au meme, par le 
cam- de la distance du centre de gravité au premier axe. 

Plaçons l’origine des coordonnées au centre de gravit«s 
et prenons pour axe des z une droite parallèle à l’axe d’i- 
nertie donné. 

Soit doue OX, ÜY, O Z les axes de coordonnées, A B 
l’axe d’inertie parallèle à O Z, et M un point matériel, de 
masse m. 

Le moment d’inertie du système, par rapport à A B, est 
égal à la somme des produits analogues à m IVl l‘, M 1 étant 
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la{M>i'peDdicuiairu abuisâée sur AB. Le uiouieut d’iuertic par 

rapport à OZ est la somme 
des produits analogues à 
.Mk’, MK étant la pcr])eii- 
diculaire abaissée sur OZ. U 
s'agit de l'uire voir que ; 

= :imïÏK’ 4- 
I- M . lâ’ , 

M éuiiii la masse totale et 
k 1 la dislatice des deux axes 
ng- S6. parallèles. 

En effet , soit jr, y, z les coordonnées du point M, et 
«, ê celles du point A ou l’axe A B coupe le plan des xy. 
On a : 

Ml^ = PA'' = (x — x)- -t- (y — — x‘ 4- y- 4- +- o' — 

2xx — 2cy — MK* 4- Kl* — 'Ixx — 2cy , 

à cause do x^ 4- y* = MK‘ , et 4- — Kl" . 

En niullipliant par la masse ni, il vient : 

»t Ml* = înm* 4- »« KÎ* — 2« . mx — 2c . niy. 

Faisant la somme de toutes les relations analogues pour 
les divers points matériels, on obtient ; 

EjmMÏ* = EmliK* 4- M .icT — 'Ixlmx — 25Emy. 

Mais, puisque l'origine des coordonnées est au centre de 
gravité, les sommes -nix, Imy sont milles, ainsi (|a'on l’a 
démontré au commencement du livre 111. Donc, eufiii, on a 
la relation annoncée, qu'on écrit ordinairenicnt sous la 
roroie : 

(p) Ew* = 2»«U* 4- Ma* , 
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eu déMguaul pur r la dislaiicc ù uii axo quelconque, par K 
la dÎKUiicc à un axe paixillèlc passant par le centre de gra- 
viU‘, et par a la distance des deux axes. 

Pour tout autre axe d'inertie parallèle au précédeut, le 
uouveau moulent sera égal à ^/itll’, qui ne change pus, plus 
.Mu‘, où U seul a changé. 

Ou représente généralement la quantité constante 

pour tous les axes parallèles, par M.K^: ce qui fait que la 
proposition ci-dessus est exprimée pur In l'elation : 

(p) * = M (K’ -h <i’). 


Contéquence» . 

1* Parmi tous les inonieuts d'inertie relatifs à des axes 
parallèles, celui qui est pris par rapport à l'axe passant pur 
le centre de gravité est un minùnum. 

2° Les moments d'inertie pris pur rapport à des axes pa- 
rallèles également distants du centre de gravité sont tous 
égaux entre eux. 

3“ La différence des moments d’inertie pour deux axes 
parallèles quelconques est égale ù la masse totale multi- 
pliée par la difl’éreuce des carrés des distances du centre de 
gravité aux deux axes. 

4° Si le moment d’inertie est, comme on vient de voir, 
susceptible d'un minimum, il ne l'est pas d'un maximum : car 
en prenant l’axe suflisammeiit éloigné du centre de gravité, 
on peut faire croître au delà de toute limite le terme cor- 
respondant à la distance des deux axes parallèles. 

Remarque. — Nous avons dit plus haut qu’on représen- 
tait habituellement par M.K^ le moment d’inertie par 
rapport ù un axe quelconque. La longueur K est entière- 
ment déterminée, puisqu’elle est égale à Il est aisé 


Digitized by Google 



il 2 APPENDICE. — THÉORÈMES GÉOMÉTRIQUES. 

du voir que si tous les points matériels du groupe considéré 
étaient distribui-s sur une surface cylindriijue de rév(dulioii, 
duiil l’axe serait l'axe d'inertie supposé et le rayon lu lon- 
gueur K, leur inoinent d'inertie sci ait encore égal à .M k’ ou 
Ainsi, K est le rayon d’un cyliiidi'c de révolution tel 
que, si toute la masse y était repartie d’une manière quelcon- 
que, le moment d’inertie serait le même que pour le groupe 
donné. Cette longueur K a reçu quelquefois le nom de 
rayon île giration. Nous en veri'ons plus tard le motif. 


Proposition deuxième. 


17G. — Le moment d’inertie par rapport à un axe quel- 
conque est égal à la somme des mumeiits d'inertie par rap- 
port à trois droites rcctangulaii'es menées par un même 
point de cet axe, respectivement multipliés par le carré du 
cosinus de l’angle correspondant, moins les doubles som- 
mes des rectangles interceptés sur ces droites respective- 
ment multipliées par les produits descosinus correspondants, 
deux à deux. 


Zi 


Soit A II un axe d’inertie quel- 
conque, et OX, O Y, ÜZ trois 
droites l’eelaiigulaires menées 
parmi même point O de cet axe, 
et faisant avec lui des angles x, 
\ / B c, y. Soit M un point matériel 
N du groupe, et x, y, z les lon- 

gueurs interceptées par ce point 

^ sur ces trois droites comme axes 
de coordonnées. Ueprésentons 
par L le moment d'inertie du 
hb- J’- système par rapport à l’axe .A B, 

cl par (/, A, c les momeuls d'inertie par rapport aux dixi'iles 

ox,ov,o/.. 


A 


, 0 


/Y 
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.le <iis qu'on aura : 

(r) L = acos’a -t-icos’6-1- ccos^y — 2cosa cosc-w.ri/ — 
— 2 cos a cos 7 i tH.vz — 2 cos o cos 7 3 tny ; . 

Kl) ell'ci, le caiTo de la dislaïU’c M f d'un poinl (|ueIeoiU|iie 
à l'axe A li a pour valeiii' : 

Ôm' . sin“ MOI = Ôm" (1 — cos’- MOI) ; 

mais 


cos MOI : 


OM 


cos X 


y /» 
om“®" 



Kl) siihslituant, il vieiil : 

Ml^ = OM^ — (.Tcosaî + y cosc-|-2COS7)’=.T’-I-y*-4-2* — 
— (x cos « -H y COS 6 -H 2 cos 7)“. 

Développons le carré indiqué dans le second membre. 
LV‘quaiion peut alors se meure sous la forme ; 

l'il’ = x’ (1 — cos’«) + y- (1 — cos’c) + 2’ (1 — cos’ 7) — 
— 2xy cos a cos ê — 2x2 cos a cos 7 — 2y2 cos é cos 7 . 

Mais on sail qii’entic les angles a, c, 7 existe la lelaiion 
cos’*-(-cos’Sh-cos’ 7=1. Par conséquent, on peut, dans 
celte équation, remplacer 


1 — cos’a 

par 

cos’ê -I- cos’7 

1 — cos’o 

par 

cos’a + cos’7 

1 — cos’7 

par 

cos’a -I- cos’ô 


Si nous faisons la substitution et si nous mettons en 
facteur commun chacun des c.arrés des cosinus, nous ob- 
tiendrons : 

MI* =cos’a fy’ -f- 2’)-I-cos’d (x’ -f- 2’)-|-cos’7 (x’-|-y’) — 
— 2xy cos « cos ô — 2x2 cos k cos 7 — ' 2 yz cos c ro’s 7 . 
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k\U 

Multiplions par vi, et faisons la somme rie toutes les équa- 
tions analogues pour les divers points du système, en re- 
marquant : 

1° Que les trois angles et, c, y sont eonslanls pour tous 
les points, et que, par conséquent, on peut mettre leurs 
cosinus hors du signe - ; 

2" Que hii(y^ + z-) représente le moment d’inerlie, pris 
par rapport à la droite OX, c’est-à-dire la quantité désignée 
plus haut par a ; que pareillement Zwi(j-’-hs’) et 
représentent les quantités h et c ; 

On obtient pré'ciséineut la relation annoneée (e). 

Cette relation nous permet ainsi de trouver la valeur du 
moment d'inertie pour un axe quelconque passant par un 
point donné, quand on connaît les moments pour trois 
droites quelconques passant par le même point et rectan- 
gulaires entre elles. 

176 {hin'). — Nous allons déduire de cette proposition une 
conséquence remarquable. 

Concevons qu’on mène par le point 0 autant d’axes d'iner- 
tie qu'on le voudra, et prenons sur chacun des axes une 
longueur 0.\ «'■gale à riinilé divisée par le nombre qui repré- 
sente la racine carrée du moment d’inertie correspondant. 
Tous les points N ainsi obtenus appartiendront à la surface 
d’un ellipsoïde dont le centre e.st placé au point 0 on au 
centre des moments. 

En effet, soit E, t, - les coordonnées d’un quelconque de 
ces points X, et L le inoinent d’inertie pour l’axe correspon- 
dant .\ II. 

Ou a d’abord ; 


cos a : 


_L 

O.N 


cos c = 


r, 

ÔN ’ 


ensy = 


O .X ’ 


mais, par liypollièse, ON = 


1 


V/Ê’ 


donc 
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cm X = V^I- , cos c = r, , cos y = î; • 

Pour avoir le lieu des points N, il faut, entre ces trois 
relations et l’équation (e) qui donne la valeur de L, éliminer 
les angles «, ë, y, qui varient d’un axe d'inertie à l'autre. 

Eu ('.lisant la snbstitntion des valeurs des cosinus dans 
l’équation (c), on voit que L disparaît comme facteur com- 
mtin aux deux membres, et il reste entre l, r, K la relation 
suivante : 

(e) 1 = n bri‘‘ -f- c'C^ — 2ïr, Imxy — 2EÇ i mxz — 2r,Ç hnyz. 

Celte équation est celle d’une surface du second degré, 
dont le centre est en O, puisque les ternies du premier degré 
manquent, il est visible, en outre, que cette surface ne peut * 
être qu’un ellipsoïde ; car, la valeur L étant toujours posi- 

I 

tive et finie, la longueur du rayon vecteur, égale à est 

elle-même réelle et finie. Donc la surface ne peut être un 
paraboloïdc, ni un liyperboloïdc à une ou deux nappes. 

Nous nommerons désormais cet ellipsoïde ellipnoïde cen- 
tral, afin de rappeler qu’il a pour centre le centre d'inertie. 

Le point O étant arbitrairement choisi, on voit qu’à ch.i- 
que point de l’espace correspond, pour un meme système de 
points matériels, un ellipsoïde central dirfércnl, pour lequel 
les rayons vecteurs sont déterminés par les valeurs des mo- 
ments d'inertie relatifs aux divers axes qui passent par ce 
point. Pour chacun de ces ellipsoïdes, les longueurs des 
droites menées du centre aux divers points de la surface 
nous fournissent une image très-nette des rapports de gran- 
deur qui existent entre les momenis d’inertie relatifs aux 
différents axes qui se croisent à ce centre. 
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l*ropoNilioii IroKième. 

177. — Par loiil point dcl’espacp, on peut lonjonrs inonor 
trois axes d’iiippiio rectangulaires telsqii’en appelant x, y, z 
les coordonnées d'un point matériel quelconque du système, 
par rapport à ces axes, on fasse évanouir les sommes des 
rectangles Imxy, Imrz, ^myz. 

En effet, choisissons pour les axes en (lucstion les trois 
droites rectangulaires qu’on nomme en géométrie axe* 
principaux de l’ellipsoïde représenté par l’équation (e). 
On sait que ces lignes jouissent de la proprit'qé, qu’en les 
prenant pour axes de coordonmies de la suiTace, les rec- 
tangles des coordonnées de cette surface disparaissent dt; 
l’équation qui la représente : c’est-à-dire (pie leurs eoelli- 
cients sont séparément nuis. Mais, puisque ces axes de coor- 
données de l’ellipsoïde sont supposés être pris aussi pour 
axes de coordonnées dn système, il en résulte que les coeffi- 
cients des susdits rectangles dans l’équation (e) deviennent 
précisément les quantités Imxy, Imyz, Imxz. Donc ces 
sommes sont séparément milles. 

Ces axes géométriques principaux de l'ellipsoïde central 
sont nommés axe* principaux d'inertie. Ils jouissent de 
la propriété que, si on les prend pour axes de coordonnées 
du système matériel, les sommes des rectangles dispa- 
raissent dans la valeur du moment d’inertie par rapport à 
un axe quelconque. 11 est d'ailleurs visible que ces axes 
principaux d’inertie sont les seuls qui, pour un même point 
de l’espace, satisfassent à cette condition, puisque, pour un 
même point, il n’y a qu’un seul ellipsoïde central, et que 
chaque ellipsoïde n’a qu’un seul système d’axes gi'-ométri- 
ques principaux. 

La valeur rlu moment d’inertie relatif à un axe qnelcon- 


Digitized by Google 


AXES ET MOMENTS O’iNERTlE. 


417 


que SITU ainsi runctioii tics inuincnhi il'iiicrtic pi is par rap- 
|)ort aux axes principaux. Si l’on tlésigiu!' ces inoincnls rcs- 
pectivcnienl par A, I!, C, la valeur de L sera luurnie pai' la 
relation : 

(m) L = A cosV. I- B cos'-ê H- (j cos-y , 

dans laquelle «, S, y iTprésentenl désonnais les anjçles lor- 
inés par Taxe quelconque avec les tiois axes d'inertie prin- 
cipaux. 

l’ai' analogie, les monients A, B, C ont reçu le nom de 
minnentx d'inertie principaux. 

()uant à r('‘quation de l'ellipsoïde central, elle sesiniplilie 
également avec ce choix de coordonnées, et prend la l'orme ; 

(e) Aï* - h -t- C'- = 1 : 

iT il ne l'aut pas perdre de vue que les coordonnées ç, r,, ÎJ 
sont prises actuellement par rapport aux axes principaux. 


Vonxcquence». 

1“ Quand les trois moments principaux sont égaux entre 
eux, tous les auti'es sont égaux aussi nu moment principal. 
Car, si .V— B = C, il en résulte L— A (cos’a-| cos*o + 
cos*y) = .\. 

L’ellipsoïde central est alors une sphère, représentée par 

1 ' 
l'équation c,‘+rj‘-\~V ——ç, et dont le rayon est égal à ^/IÇ- 

2’ Quand deux des moments principaux sont égaux entre 
eux, toutes les droites qui forment le même angle avec l'ax(( 
du moment inég.nl donnent lieu à des monients égaux. Car 
si, dans la valeur de L, on suppose A — B, il vient L = 
A feos* 3t -|-cos*c) -l-Ccos*y= A sin*y-l-Ccos’y. La valeur 
de L ne dépend jiliis que de celle de y. 

r. ;7 
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Dans ce cas, l'eilipsoide centrul est de rcvolulion, et il y a 
une iiiGnité d'u&es priucipaiix pour un même point de l'es- 
pace. Seulement tous ces systèmes d'axes principaux ont un 
axe commun, qui est l'axe du moment inégal. 


Proposition quatrième. 

178. — PaiTiii tous les moments d’inertie, pris par rapport 
à des axes quelconques qui se croisent en un mêmC' point 
de l'espace, le plus grand et le plus petit possible sont tou- 
joui’s deux des moments d’inertie principaux. 

La démonstration ne peut porter sur le cas où les moments 
principaux seraient égaux : car on sait qu'alors tous les 
autres moments seraient aussi égaux. Supposons donc les 
moments principaux inégaux, et, par exemple, A > B > C. 
Je dis que A sera le moment maximum, entre tous les mo- 
ments possibles, relatifs au même centre, et C le moment 
minimum. 

La relation (m) du n" précédent peut s'écrire : 

L = A — (A — B) cos^c — (A — C) cos-y. 

Les deux derniers termes étant essentiellement négatifs, 
d’après les bypolliéses faites sur les trois moments princi- 
paux, il en réside L<.\. Ainsi A est un maximum. 

Nous ferons voir de la même manière que L est totyoïirs 
moindre que C, ou queC. est un minimum. Nous n’avons qu’à 
écrire 1a l'elation sous la fonne : 

L = C -1- (A — C) cos»* -f-(B — L) cos^'c , 

dans laquelle les deux derniers termes sont essentiellement 
positifs. 

Celte propi iélé des moments d’inertie peut ‘senir à dé- 
montrer (jii’il n'y a qu’un seul système d’axes principaux. 
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Car, s’il pou\ ail y eu avoir deux, on répéierait les mémos 
raisoiiiicnieuts pour chacun d'eux, et l’ou prouverait ainsi 
qu’il y a, de part et d'autre, un inouieut d’inertie qui est le 
plus grand de tous : résultat dont l'absurdité ne cesse que 
si ces deux nionicnts sont égaux, c’est-à-dire si les deux 
axes principaux correspondants se confondent. 

Remorque. — La propriété du inaxiiuuiu et du uiiiiiiuuni 
fournit nu moyen algébrique de trouver les axes principaux 
que nous avons déterminés par des considérations géoiiié- 
tritiues. 

liepreuous , eu eflei , la valeur générale d’un moment 
d’inertie quelconque, en fonction des coordonnées, et sans 
présupposer les moimujts principaux. Cetm valeur trouvée 
au n" 176 est : 

(C) L = (I cos’* -L b cos’c -|- c cos’y — 2 cos * cos c i nury — 
— 2 cos * cos ylmxz — 2 cos c cos y 

(’.lierclious les directious des ligues par rapport auxquelles 
doit être pris le moment L, pour que sa valeur soit uii maxi- 
mum ou un minimum. Ou connaîtra ces dir(H.‘tious par ce 
caractère, ([ue la valimr L ne variera pas, quand ou fera 
varier liés-peu dans réqualion ci-dessus les valeurs *, ë, y. 
('/est la théorie connue des maxima et des niiiiima. Uifl'é- 
rentions doue successivement, par rappo’rt à *, S, y, cette 
équation mise préalablement sous la forme : 

L (cos’* -f- cos’S -L cos’y) = a cos’* -H b cos’o -H C cos’y — 
— 2/’ cos * cos c — 2q cos * cos y — 2/i cos é cos y, 

en représentant, potii’ abréger, par /", y, b les sommes des 
rectangles. La dilTérentiation, elVectnée en regardant L 
comme constant, fournit les trois relations : 

(L — a) cos * -L /’ cos c -L ÿ cos y = o , 

^co» « -f- (L — 6) cos ê -t- A cos y — o , 
g cos * -L A cos c -t- (L — c) cos y = o . 

57 . 
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auxquelles doivent saiisfuirc les valeurs de ô, y et L qui 
répoiideiil au iiiaxiinuiu et au utiiiiniuiu. Un tire de là, par 
une élimination convenable, l'équation suivante, qui ne con- 
tient que L, et qui est du troisième degré par rapport à celle 
inconnue : 

(2) (L- a) (L- b) {l- c)- (L- «) (L - b)y^- 

+ 2fgh = O . 

L’une des trois racines donnera le maximum, l’autre le 
niinimuin, et la troisième, qui ne peut être, conséqiiemmciit, 
ni un maximum ni un minimum, sera intermédiaire entre 
les detix. Chacune de ces racines correspondra à nu certain 
système de valeurs pour les angles *, c, y : car il serait 
facile, au moyen des relations (1), d’exprimer leur cosinus 
en fonction de L. Ainsi chacune des trois valeurs du mo- 
ment, fournies par l’équation dit troisième degni, détermi- 
nera une direction d’axe correspondante. 

Remarquons qu’on pourrait supposer que les directions 
dont il s’agit coïncident avec les axes coordonnés, si l’oii 
admettait dans l’équation (2) : 

/■ = O , ■ A = o , .</ = O 

Car il est bien visible qu’alors cette équation serait satis- 
faite eu dounaiit à 1/ une quelconque des trois valeurs 
rt, h, c. Ainsi, la condiiioii pour que trois axes de coordon- 
nées rectangulaires soient des axes principaux , est expri- 
mée par : 

mxy = O , - mxz = o , 1 mi/z = o . 

C’est justement là ce (|u’oii a déjà trouvé parl’autre mé- 
thode. 
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l*ropAsitton cinquième. 

179. — Les poinls de l'espace pour lesquels les axes 
principaux d'un système sont parallèles chacun à chacun 
sont symétriquement placés par rapport au centre de gravité. 

Soit O un point de l'espace, et 0.\, 015 et OC les trois 
axes principaux d'un système maic-riel, relativement à ce 

Prenons pour axes de coordon* 
nées trois droites GX, GY et GZ, 
parallèles aux axes principaux, et 
placées au centre de gravité du sys- 
tème. Soit P, q, r les coordon- 
Y nées du jioint 0, et x, y, z celles 
d'un point quelconque M du sys- 
tème. Les coordonnées , par rap- 
X port aux axes pi iucipaux, seront 
x—p,y—q,z — r. 

Les conditions qui expriment que 
•■''S- les axes 0.\, 015 et OC sont prin- 

cipaux , sont , comme on sait , les suivantes : 

lm{x — p) {y — q) ~ O , 1 m {x — p) {z — r) — o , 

* m (y — q) {z~ r)=o. 

Développons et mettons en dehors du signe 1 les quantités 
p, q, r, qui sont les mêmes pour tous les points. .Soit d’ail- 
leurs M la masse totale du système. Les relations ci-dessus 
deviendront : 

[ Mpy -f- Xmory — qlmx — pXtny = o, 

(1 ) I M pr -J- X mxz — »• X iiix — p X mï = o , 

( .11 qr -H X tnyz — 7' X vty — q 1 mz — a. 



r- 
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■Mais, |)uis(|iip (i ost :ui c('iitro dp {rravilé, Ips quantités 
Imw, lui: sont sé-pari'-niPtil niillps. Os <'-(|iinlions se 

rédiiisptit doiip aux siiivantps : 

npq-\-lmxy=:n^ Mpr-hlmx:=o, Mqr-i-lmyz=o, 

dans Icsqiipllps la masse totale et l(*s sommes des rectangles 
sont entièrempiit indépendantes delà position du point ü. On 
ne peut évidemment y salislaire que par les valeurs actuelles 
de p, q, r, ou par des valeurs égales et de signes contraires, 
dont les produits deux à deux seront les mêmes. • 

Donc, les deux systèmes d’axes principaux parallèles sont 
relatifs à deux points de l’espace tels que la droite qui les 
joint est divisée en deux parties (-gales par le centre de 
gravité. 


Proposition sixième. 


180. — .Si, par un point queh-onque pris sur l’iiu des axes 
principaux relatifs au centre de gravité, on mène deux 
droites parallèles aux deux autres axes, ces deux droites, 
avec le premier axe choisi, constitueront un système d’axes 
principaux relatifs au point considéré. 

Reprenons, en effet, les relations (1) du puméro précé- 
dent, qui expriment les conditions des axes principaux pour 
un point (pieh'onque O de l’espace. 

Dans le cas oit les axes de coordonnées G X, G Y etGZ 
sont les axes d’inertie principaux relatifs au centre de gra- 
vité G, les sommes des rectangles, Imxy, Imxz, hnyz, 
sont séparément nulles. En sorte que les relations (1) se ré- 
duisent à celles-ci : 

M pq = 0 , M /»• = o , M qr = o , 
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lesquelles sont ideiitiquemcMit salisraitos, pourvu que deux 
des trois quantités p, q, r, soient nulles à la fois, o'est-à- 
dire pourvu que le poiut 0 soit pris sur l'un des axes prin- 
cipaux. — Il est d’aillenrs visible que celte condition, qui 
est siiflisante, est en même temps nécessaire. 


l*r«|H>siti»B Meplième. 


181. — Lorsque deux des moments d'inertie principaux, 
relatifs au' centre de gravité, sont «égaux entre eux et moin- 
dres que le troisième, il y a toujours dans l’espace deux 
points pour lesquels les trois moments principaux sont égaux 
entre cnx. Ces deux points sont d’ailleurs situés sur l’axe 
principa] correspondant au momeul inégal, et ù égale dis- 
tance, d’un côté et de l’aulie, de ce centre de gravité. 

Pour le démontrer, je dis en premier lieu que tout point 
pour lequel les trois moments d'inertie principaux sont 
égaux est nécessairement placé sur l'un des axes priticipanx 
relatifs au centre de gravité. En effet, on peut, par le point 
en question, mener trois droites parallèles aux axes princi- 
paux du centre ; mais ces droites seront elles-mêmes des axes 
principaux pour le point où on les a menées : car, les trois 
moments d'inertie principaux ayant été supposés égaux en 
ce point, il en résulte (pic toute ligne qui y passe est un axe 
principal. Ainsi, nous voyons d’abord que les trois droites 
menées pur le point parallèlement aux axes principaux du 
centre de gravité sont elles-mêmes des axes principaux re- 
latifs à ce point. D’un autre côté, le parallélisme de ces axes 
principaux avec ceux du centre implique, d’après la propo- 
sition précédente, que le point est sitm- sur l’un des axes 
relatifs au centre. 

En second lieu, je dis que, si les trois moments d'inertie 
sont égaux pour le point dont nous parlons, il y eu aura né- 
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cess:iii'cin*'iit doux dgaux aussi pour le eeuire de graviié. 
Kii elTet, soit A, li, C les inuiueuls principaux du eciilre. 
Remarquons que le poiiil doiiiié est sur l'uii des axes prin- 
cipaux du ceiiliv, sur l’axe relatil'au iiiomeut A, par exemple. 
Par conséquent, si A' est la valeur commune des trois mo- 
ments pour ce point, on a tout d’alioiil A'=A. .Mais, eu 
outre, si l'on d(‘signc par p la distance du point un centre 
de gravité, on voit qu’en vertu des relations existant entre 
les moments pris pour des axes parallèles ( 11 “ 175 ) on peut 
écrire : 

A'=A = BfMp', V=A=C + M7r; 
d'où résitite : 



Ün voit donc, que, dans le cas on deux moments sont égaux 
et moindres que le troisième, il existe sur l’axe de ce troi- 
sième deux points symétriquement placés par rapport an 
centre de gravité, pour lesquels les trois moments princi- 
paux sont égaux. 

Cette proposition ]>ourrait être rorniuléc d’une antre ma- 
nière, en disant qu’il y a deux points de l’espace dont l’ellip- 
soïde central se réduit à une sphère, lorsque l’ellipsoïde 
central relatif au centre de gravité est de révolution autour 
de son plus petit axe. 

Conte'f/ueiice. — Si les trois moments principaux du centre 
sont égaux, la valeur ci-dessus de p est nulle, et, par suite, 
les di‘ux points en question se réduisent à nn seul, qtd n'est 
autre que le centre de gravité Ini-mème. 
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HFXHERr.HE DES CENTRES DE r.RAVlTfi ET DES MOMENTS 
D'INERTIE DES SYSTÈMES A* 1*«INTS MATÉRIEI.S 
TRÈS-RADPROCIIÈS. 


18-'. — Nous avons (l«*jà indiqué, au u° 12f>, romnieiu on 
protvdail lliéoriqueuiPiit poui’ lioiivpr lo (■cnlip do ptravitô 
d'uu nombre quelconque de points nialériels. La méthode 
générale consiste à former pour clinquc point le produit 
analogue à mr, et à diviser ensuite la somme de tous ces 
produits par la masse totale, pour avoir lu distance du centre 
de gravité au plan par rapport auquel les distances x sont 
évaluées. On peut aussi ramener la lecherclic a celle de 
deux points matériels seulement, en commençant par déter- 
miner le centre de deux points, puis le centre d'un troi- 
sième avec les deux premiers réunis à leur centre ; et ainsi 
de suite. 

Un procède d’uiic manière analogue pour les moments 
d'inertie. On forme tous les produits »ir% r désignant la 
distance de chaque point à l'axe d'inertie. La somme de ces 
quantités donuc la valeur du moment total par rapport à cet 
axe. 

Mais il est visible que cette méthode, tant pour les centres 
de gravité que pour les moments d'inertie, toujours sulli- 


Digiiized by Google 


APPENhlCE. — THfiORtMRS GÉOMÉTRIOI ES. 


/|26 

saule l'it Iheorie, <*sl vérilablenieiu illusoire en pratique, 
(lar, dans les eas réels qn'on est amené à considérer, on n«- 
connaît ni le nombre des poinls matériels ni leur situation 
exacte. Ils échappent, en effet, par leui’s faibles dimensions, 
à toute investigation directe. Le proctnlé ne serait appli- 
cable qu’à des corps nuis, envisagés séparément comme des 
points inat('-riels par rapport à rensemblc dn système qu’ils 
consiiiuent, et pour chacun desquels on connaîtrait déjà le 
e<-ntre de gravité ou le moment d’inertie, suivant les cas. 
Ces corps étant, en effet, en nombre très-limité dans un 
même système, et leur position étant nettement discernable, 
on pourrait, au moyen de la métliode géiiéiale, trouver le 
centre de gravité on le moment d’inertie de l’ensemble. 
Mais ce n’est là, comme on voit, qu’un accessoire qui né- 
cessite la connaissanc(' préalable relative à chacun de ces 
(îorps isolément, pour lequel le proctklé général est totale- 
ment inapplicable. 

C.ette diffieulté- disparaît pour tous les corps théoriques 
conçus comme absolument conlinn», c’est-à-dire dans les- 
quels on supposerait que la matière s’étend sans aucune sé- 
paration, sans aucuns vides oti porcs interposc>s entre les 
parties matérielles. La question est alors ramenée à de 
pures recherches de calcul int<‘gral, comme nous le mon- 
trerons amplement par la suite. Il est donc très-naturel 
d’examiner si l’on ne pourrait pas utiliser ces résultats pour 
les corps réels, qui sont tous difeontinu* ou constitués en 
systèmes dynnmiépies dans lesquels les points matériels se 
trouvent toujours séparés les uns des autres. Les distances 
qui existent entre eux sont d’ailleurs, dans tous les cas, extrê- 
mement petites, ce qui ne veut pas dire qu’elles sont négli- 
geables par rapport anx dimensions des particules : on ad- 
met au contraire qu’elles sont dn même ordre ; seulement 
les unes et les autres sont très-faibles devant les dimensions 
totales du système. ' 
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L’analyse a établi vérité bien importante, que les 
rentres de gravité et les nuiineiits d'inertie peuvent, dans les 
corps réels, être reclierelu^ par les mêmes procédés de cal- 
cul intégral que dans les corps continus fictifs. C’est ce que 
nous allons démontrer,' au moyen d’une proposition plus gé- 
nérale, qui convient non-senlemeiit aux centres de gravité et 
an\ moments d’inertie, mais encore à toute recherclie dans 
laquelle on est amené à faire une somme de ternies obtenus 
en multipliant la masse de chaque point materiel par une 
certaine fonction de ses coordonnées. 

Proposition. 

183. — Lorsqu’un système est formé de points matériels 
très-rapprochés, on peut le traiter comme un corps absolu- 
ment plein, dans toutes les questions où l’on a ù considérer 
les produits des niasses des points par ceiTaiiies fonctions 
de leurs coordonnées respectives. 

En effet, supposons un corps absolument plein, et conce- 
vons-le décomposé en un certain nombre de volumes r, r', 
v"... Soit p, p',p"... la densité moyenne dans chacun de ces 
volumes : les masses seront respectivement égales à pr, p'r', 
p'V'... 

Actuellement, imaginons que chacurfe de ces parties soit 
remplaci'c par un point matériel de même niasse qu’elle et 
placé à son centre de gravité : l’ensemble de tous ces points 
matériels constituera un système dans lequel les vides se- 
ront en rapport des dimensions de ces volumes r, r', r"... 

Soit U une certaine fonction des coordonnées d'un point 
quelconque du corps. 

Pour la solution d’une question telle que la recherche du 
centre de gravité, du moment d’ineitie, ou pour toute autre 
analogue, on sera conduit, dans le système coniposi* des 
points matériels pr, pV, p"r",. .. à effectuer une somme de 
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termes 2^prl.', ilitiis l:u|u<‘llo o, r ei l,' varieront de valeur 
d’un point matériel à l’antre. 

La même question, relative au corps absolument plein, 

conduira à effeetner une int«-grale / prfr. U, étendue à tout 

le volume du corps, et dans laquelle p et II varieront, non- 
seulement d’une partie à l’autre, comme dans le système, 
mais aussi d’un point RéoméirK|ne à l’antre dans une même 
partie. 

La différence entre rint<‘grale / prfcL' et la somme .SprlJ 

K 

repiv'sente l’erreur commise en considiirant le système 
comme un corps plein. Il s’agit de montrer (|iie celte erreur 
est in-gligeable, lorsque, les points matériels du système 
sont Irès-rapprocliés. 

L’inté-grale / pl’f/c est ('‘gale à l’inli'gi’alc définie, prise 

entre les limites correspondant à la première partie, plus 
l’intégrale prise de même pour la seconde partie, plus celle 
de la Iroisièmc; et ainsi de suite pour chaque partie. 

Pour une pai tie quelconque, soit U, la valeur de la fonc- 
tion U quand les coordonnées y sont celles du centre de 
gravité de celle pai-tie. Dans tonte rétendiie d’une même 
partie, on peut toujours dc'rvelopper U suivant une série de 
termes -f .... où x leprésentc une certaine 

fonction, au premier degré, des différences qui existent 
entre les coordonnées du centre de gravité et celles du 
point considéré, ê une fonction, au second degré, des mê- 
mes différences... ; M, n'...,des fonctions des coordonnées 
elles-mêmes du centre de gravité, .'si nous négligeons les 
termes affectés des différences au second degré, vu leur pe- 
titesse par rapport à ceux du premier degré, l’intégrale 

I pWr, étendue à la jiartie considi'-rée, sera ('•gale à 
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ot’l!, -I I ^jvudv. 

Le lennc aiiiilogiic de la soiiiiiie relative au syslèmc des 
puinis matériels sera sinipleiiicnl : 

prU,. 

La quantité J ^%udv est donc l’expression de l’erreur com- 
mise, en ce qui coucernc la partie r. Cette erreur sera évi- 
demment accrue si l’on donne le même signe à a, dans toute 
l’étendue de la partie, et si, en outre, on lui attribue cons- 
tamment la pins grande valeur :z, qu’elle puisse y atteindre. 

L’erreur exacte est donc moindre <|ue j ç/»,itdr ou que 
* .» 

St, I ^udr. 

L’intégrale / put/r est d’ailleurs elle-même une quantité 

de la forme pn#,, «, étant une certaine valeur moyenne de 
la fonction h dans toute l’élendue de la partie. De sorte que, 
finalement, l’erreur susdite est moindre que 

S(,pi'«, . 

Eu raisounaut pour les autres parties comme nous ve- 
nons de le faire pour l’une quelconque d’entre elles, oti voit 
que l’erreur totale commise dans l’assimilation du système 
avec le corps plein sera moindre cpie ; 

«Ip™, + a,'p'i’’M; -t- 3H’p"t>"«;' -4- .... ; 

somme de termes <pii sera évidemment moindre que celle 
qu’on obtiendrait en y donnant partout à a, et ii h, les plus 
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grandes valeurs et >' 'l'Çoi'cnl cffcetivc- 

ineiit. Or l’on aiirail ainsi : 

(p*' p'* ' P ^ ’ 

.. '"J 

ou •'* *1 “t ' 

cil représcnlant par M la niasse totale du corps ou du sys- 
tème. 

Mais M est une quantité finie : de même t/, cM néccssai- 
reiiieiit liai, piiisiiiie c’est une eerlaiiie valeur qu acquiert la 
fuiictioii V, qui est toujours liiiie. Au cüiilraiie, î^, "" qui est 
line foiiclioii au premier degré, des diHereiices qui existent 
entre les coordonnées de deux points d’une iiiènie partie, 
peut avoir une valeur iiidéliniiiienl décroissante, si les par- 
ties sont prises de plus en plus petites. 

Ainsi, (luaiid on traite un corps plein comme un corps 
discontinu, ou commet une erreur dont la grandeur dépend 
des dimensions des parties entre lesquelles on le conçoit sé- 
paré; et réciproiineiiient, si l’on traite un corps discoiitinii 
comme un corps plein, on commet une erreur ([ui dépend 
des dimensions des parties renfermant de hi matière, 
qu’oii peut consid('-rer dans ce corps. D’ou il suit que le de- 
gré d’approximation est marqjié par les dimensions au- des- 
sous desquelles les parties < tal) lies dans le corps cesseraient 
de contenir de la iiiatièro. Kn d’autres termes, l’approxiina- 
tion dépend de rcspacement réel qui existe entre les points 
matériels du système. 

Dans les corps naturels soit liquides, soit solides, etc., 
l'espaiTinent des points matériels parait être extrememeiit 
faible, par rapport aux dimeiisioiis des corps eux- memes. Il 
y aura doiii' lieu d’appliquer à la reclierelie de leurs centres 
de gravité et de leurs moments d’inertie les procédés de calcul 
intégral dont nous nous serons servis pour les coips pleins. 

Remarque. — La démonstration repose sur ce que la 
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vatcui'dc‘M,cn passuiitd'un point ù un unti-e de lu niènie par- 
tie, est toujoui-s finie. Cela signifie que les vuriations de U, 
pour d’assez faibles variations des coordonnées, ne sont ja- 
mais très-grandes. Il pourrait y avoir telles foiietioiis des 
coordonnées pour lesquelles cela n’eùt pas lieu; niais ces 
functions ne sont évideninient pas du genre de celles qui 
correspondent aux questions que nous avons eu vue, les- 
quelles se réduisent à la niasse multipliée par certaines puis- 
sances des coordonnées. 


Keeherehe des centres de gravité. 

184. — Corps solide*. — Concevons qu’on décompose le 
volume du corps en une infinité de petits parallélipipèdes 
rectangles obtenus en faisant passer une iiifiniu'' de plans 
parallèles aux trois plans coordounés. 

La densité du corps sera géuéralemeut variable d'un point 
à l'autre, et soit p cette deiisiic qui est une fouctioii des coor- 
düiiiiécs. La musse d'un di^s petits parallélipipèdes ainsi 
foruiés stu'u exprimée ^i\v ^Aixdydz, en représeiilanl par 
dx, dy, dz, ses trois dimensions infiniment petites. Le mo- 
ment de cette niasse par rapport aux trois plans coordonnés 
sera : xrj dx dy dz,povtv le plan ôc& y z ,y^ dx d y dz pour 
le plan des xz , et zp dxdydz pour le plan des xy. 

Les intégrales de ces trois quantités, étendues au corps 
tout eutier, et prises par conséquent daus les trois sens, re- 
présenteront les sommes, à la limite, des moments de toutes 
les particules matérielles infiniment petites, entre lesquelles 
on peut concevoir le coiqis décomposé. En divisant ces inté- 
gi’ales définies par la masse totale du corps, on obtiendra 
les distances du centre de gravité aux trois plans coordoN- 
nés, c'est-ù-dire les coordonnées de ce centre. Elles seront 
donc fournies par les trois relations suivantes : 
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i’.i'i /••! 

M l , — I / / oxiUiIy dz , 

*■ V V |)A »g 

Mr, = I I I fjzdxdudz\ 

JxJy.Jz, ‘ 

dans lesquelle» el x, , i/„ et y, , r„ cl r, , désigiieiil lespee- 
livenieiit les limites, dans les trois sens, entre lesquelles doi- 
vent être étendues les triples intégrales définies, pour com- 
prendre la masse entière du corps donné. Ce sont les mêmes 
intégrations que celles qu’on a vues en géométrie pourti'ou- 
verle volume d'un corps. Les quantités à intégrer dilfèrenl 
d’ailleui'S en ce qu'ici elles contiennent de plus p et jc, ou p 
el y, ou P el z, dont fuiie est relative à la densité cl exprime 
par cunsi-quenl ipi'ou s’occupe de la masse au lieu du vo- 
lume, el dont l'autre expi'ime ipi’il s’agit du moment par 
rapport aux plans cooi donnés. 

Quant à la masse totale M, qui ligure dans les relations 
précédentes, on peut supposer ou qu’elle est connue a 
priori, ou qu’elU; résulte de la connaissance de lu densité 
eldu volume. Dans ce dernier cas, sa valeur est évidemment 
exprimée par ; 


* 

Lorsque le corps considéré est du nombre de ceux qu'on 
nomme homogènes, c’est-à-dire lorsque la densité est cons- 
taiile dans toute son étendue, les relations précédentes se sini- 

pliiient, parce que p peut sortir de sous les signes / . Si l’on 

A* 

représente abréviativement par V le volume total du corps, 
qui est égal à J J \lxdydz^ on a 
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M = pV , Vj:, = j j^‘J^ ^ > 

\ÿ, =J^ [Q'f: ^ ' 

Vz, --= r'T'r'zdxdytlz. 

Jx\ Jy^ Jz^ 


La méthode que nous venons de présenter est absolument 
générale, pour tous les corps ou amas quelconques de ma- 
tière dans lesquels les particules sont siifTisamment rappro- 
chées. La détermination du centre de gravité ne dépendra 
que de la connaissance de la loi suivant laquelle varie la 
densité, et de la connaissance des limites entre lesquelles 
devront être prises les intégrales ci-dessus, limites qui 
seront évidemment fournies par la forme de la surface du 
corps. Quant à l’étal physi(|ue du corps, solide, liquide ou 
autre , il n’a aucune influence sur la position du centre de 
gravité. 

Ou ne devra pas perdre de vue que, d’après les proposi- 
tions démoiiti'ées au commencement du livre III, la ri'- 
cherchc pourra, dans bien des cas, être abrégée, lors<|ue la 
configuration du corps di’-célera immédiatement un ou plu- 
sieurs plans moyens, dans lesquels, parcon$é(|uent, le cen- 
tre devra se trouver. 

185. — Avant de poureuivre nous parlerons de ce qu’on 
nomme centre» de gravité de* surface* ou de* ligne*, 
dont la connaissance facilite beaucoup celle des centres de 
gravité des volumes. 

Quelques explications sont nécessaires à cet égard. On 
ne se rend pas bien compte , en effet , de ce que peut être le 
centre d’une ligne ou d’une surface, puisque, d’après leur 
déiinition géométrique, ces objets sont immatériels, et que, 
conséquemment, la notion du centre de gravité, invincible- 
ment liée à celle de masse, n'a plus aucun sens immédiat, 
i. « 
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Voici ce qu’on doit entendre par de semblables expressions : 

Le centre de gravite' d'une i tir fa ce n’esl autre que celui 
d'un solide infiniment mince compris entre la surface donnée 
et une autre égale et parallèle qui en serait infiniment voisine. 

La question se trouve donc ramenée à celle des solides eiix- 
mcnies, et on la résoudra par des intégrations semblables, 
mais plus simples en ce (pi'elles ne seront étendues qu’à 
deux sens nu lieu de l’étre à trois. Les relations s’établissent 
d'ailleurs sans la moindre diflicullé. En elTel, soit e l’épais- 
seur inlinimeut petite du corps superficiel, & la densité cons- 
tante. Si l’on décompose la surface en éléments par une sé- 
rie de plans infiniment rapprochés, parallèles à deux des 
plans coordonnés, ceux des xz et des yz, par exemple, l’aire 
de chacun de ces éléments sera exprimée, comme on l’a vu 
en géométrie, par dzdy -f-p’+ç’, où p cl g désignent 
les d«‘rivées partielles de z par rapport à x et par rapport à y 
dans l’équation de la surface z = /'(x, y). La masse com- 
prise! sous l’élément superficiel considéré, qui a pour 
épaisseur e , sera égale à pe rfx </y 1^1 -f-p’ -|- ; et son mo- 

ment par rapport à chacun des trois plans coordonnés s’ob- 
tiendra en multipliant cette expression successivement par 
X, y et Z. La masse totale sera égale à faire totale multi- 
pliée par pt : soit A. cette aire, x, y, z les coordonnées du 
centre de gravité, on aura, en effaçant pe commun aux deux 
membres ; 


.'\x, = / I xdxdy V^l -f- p’ + 7’ , 

' y. = / / y (fy , 

A Z, = / * rfx dy l/l -f- p’ -P (f. 

Quant à faire A, on peut supposer ou qu’elle est connue 
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À priori ou qu’eile résulte de l’équation de la surface ; dans 
ce dernier cas, lu formule qui l'exprime est, comme on sait : 

A — / rfy V^l + P* + . 

JjcjJy, 

Disons maintenant quelques mots des centre» de gravité 
de» ligne». 

On arrive à celte conception d’une manière tout à fait 
analogue, en imaginant que le corjis soit non-seulement 
compris entre deux surfaces infiniment voisines, mais même 
qu’il se réduise à nu simple filet obtenu en faisant passer 
deux nouvelles surfaces, également très-voisines et normales 
aux précédentes. On fait alors abstraction de deux dimen- 
sions du corps, et, en raisonnant comme précédemment, on 
voit que les formules qui déterminent les coordonnées du 
centre de gravité sont les suivantes : 



dans lesquelles L, qui représente la longueur totale de la 
ligne, est fourni par la relation : 

L = / 'ds = f \/ dx^ -h dy’ -f- dz'^ . 

Les différentielles dy et d: sont, bien entendu, connues 
en fonction derfx, puisque, d’après les équations de la ligne, 
on doit avoir y=f{x), z=(y(x). 

Lorsque la surface ou la ligne considérée sera conte-, 

S8. 
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ano dans un plan, la recherche précédente se rédnira i 
déterminer seulement deti\ coordonnées; rnr il est bien 
évident qu'alors le centre de gravité sera situé dans le pian. 

On SC rend compte aisément de ce que la ronnaissance dn 
centre des surfaces, par exemple, peut aider à celle des vo- 
lumes. C'est ce qui arrive notamment pour tous les vo- 
lumes prismatiques. Car il est visible que le plan paralli le 
aiu arêtes et passant par le centre de gravité du polygone 
de la base est un plan moyeu du solide. Il est donc utile de 
savoir déterminer d'aboixl le centre de cette base. 

Nous résoudrons les problèmes particuliers sur les cen- 
tres dans l'ordre suivant : 1° centres de gravité des lignes; 
2* centres des surfaces; 3“ centi'cs des volumes. No«is em- 
ploierons, suivant les cas, soit la nu’-tliode générale, soit des 
proi'édés géométriques direols. 

ProhléMes parlioulicrs. 


lAA. — t'entres de gravité de queiqnes lignes npé* 

«i*ies. — Ligne droite. — Il est évident que le eeiilre de 
gravité d’une droite est en son milieu. 

Ligne krieee formant un triangle. — Soit .\ BC le 
triangle. Les centres de gravité 
des ti'ois côtés sont respecliveineiH 
en 0, E, F, milieux de ces mômes 
côtés. En chacun des centres on 
peut concevoir un point matériel, 
de masse proportionnelle au côté 
correspondant : il ne reste plus qu'à 
chercher le centre de gravité de 
* 1 C ces trois masses. Soit H le centre 

de gravité des deux masses E et F. 
Le centre de gravité définitif sera nécessairement sur la ligne 


A 
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OH. Or, le point H dWioant la ligne E F d'une maniéré iuvei^ 
sement proporlioniieik* aux deux musses E et F, et ceUetni 
étant elles-mêmes ' proporlioniiellcs aux deux côtés A C et 
BC, on aura : 


FH 

LH 


BC 


BF 


DF 

DK’ 


doue la ligne DH est la bissectrice de l’angle EDF. On dé- 
montrerait de même que le centre de gravité cherché est sur 
la bissectrice des deux antres angles DE F et DFE : donc il 
est au point de rencontre de ces trots bissectrices. Mais il 
est à remarquer que ce point de rencontre est en même 
temps le centre du cercle inscrit au triangle EDF. On peut 
donc dire que le centre de gravité d'un contour triangulaire 
A B<^ est le ceutre du cercle inscrit au triangle qu’on foroie 
enjoignant les milieux des côtés du premier. 

Ligne brisée polgganale. — On cherche sans diflicullé 
le c'entre de gravité des deux premiers côtés , puis le centre 
de gravité du point matériel ainsi obtenu avec le troisième 
côté, puis avec le quatrième; et ainsi de suite. 

Are de eerele. — SoH 
ABC l’arc de cercle. Prenons 
pour axes de coordonnées 
" X droites rectangulaires 
menées par le centre, et dont 


r 


l’une OX coupe l’arc en son 
Fi*. 40. ^ milieu. Le centre de gravité 

seia, à cause de la symétrie, situé sur la ligne OX : il ne 
reste plus qu’è trouver sa distance au centi*e. Soit x^ cette 
distance. La formule générale à employer est 


Lx, 


xds 




dy’’ 


*‘^\A+sr=- 

Les deux limites de l’intégrale sout ici les mêmes, puisque 
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les points extrêmes C et A ont la même abscisse OD, que je 
représente par a. 

< L’équation du cercle rapporté à de pareils axes de coor- 

rfi/’ 

données élant + = on a sl'i'e. 


rfy’ _ y 

rfx’ i/, ^ — x’ 


r rxdx 

Doue riiitégi ale iiidéfinie est égale à / , on bien 




àrW — 


Prenons l’intégrale définie; ce qui se fait en remplaçant x 
par o, Pt retranchant la première quantité de la seconde. 
Cette soustraction se change en addition, puisque y est né- 
gatif pour la partie au-dessous A B, d’oit résulte le change- 
ment de signe du radical. Il faut en définitive doubler le 
résultat; ce qui donne : 

La:, = 2r \/ — a’ , d’où x, = ^ ^ ; 

1a 1a 

eu désignant par c la corde, égale à IV — a\ 

La distance cherchée du centre de gravité au centre du 
cercle est doue une quatrième proportionnelle au rayon, à 
la corde et à l’arc rectifié. 

187. — Centres de gravité de quelques surfaees 
spcelales. — Triangle. — Soit 
ABC le triangle. Conccvons-le 
décomposé en une infinité de 
bandes infiniment petites , au 
moyen de la si’-rie de lignes ik , 
ik'... p.arallèlcs à BC. Chacune 
de CCS petites bandes a évidem- 
ment son centre de gravité en 
son milieu. Par conséquent, le 
centre de gravité de leur ensem- 
ble ou de la surface du triangle ABC sera situé quelque 


A 
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part sur la ligue A D, menée du souuncl A au milieu de la 
base BC. Ou démontrerait de la même manière qu’il est situé 
sur les deux autres lignes menées des sommets B et C aux 
milieux des côtés opposés. Uonc ce centre est au point 
de rencontre des trois médianes, ou, ce (pii revient an même, 
sur l'une des médianes, et au tiers de su longueur à partir de 
lu base. 

Il est il remarquer qu'on arriverait au inéine résultat, si, 
au lieu du triangle ABC, ou avait trois points matériels 
égaux, respectivement placés aux trois soniniets. Car le 
centre de gravité des deux premiers B et C serait évidem- 
ment au milieu de la ligue BC qui les joint; et le centre de 
ces deux premiers avec le troisième serait quelque part sur 
la ligne AD. 

Pulyyone. — Un polygone pourra se décomposer en 
triangles, et rien n’empéchera de trouver, par la méthode 
précédente, le centre de gravité de chaque triangle; puis 
on cherchera le centre tinal de tous les centres partiels ainsi 
obtenus. 

Parallélogramme. — Si on a le parallélogramme A B D C, 
il suflit de le décomposer en deux triangles par la diagonale 

BC. Le centre de gravite 

de chacun de ces triangles 
sera sur la ligne qui joint 
le sommet ou D au milieu 
de la base , c’est-à-dire sur 
lu deuxième diagonale Al). 
Mais ces deux triangles étant symétriques , leurs centres 
seront à égale distance du point I, et, pai‘ suite, le centre de 
gravité rimil sei a en ce point I lui-même, c’est-à-dire à l'in- 
tersection des deux diagonales. 

Trapèze. — .Soit le trapèze B C. Le raisonnement pi'é- 
senté ci-dessus pour le triangle piouverait d’abord que le 
centre de gravite est quelque pan sur lu ligue L 1 qui joint 
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A ï 


B 



|es milieux des deux côtes parullèles. Si l’on veut ensuite 

déterminer le point pi"écis G on 
il SC trouve sur celle ligne , il 
suITu de prendre les centres ÿ 
et </' des deux triangles AD B, 
CDB, dans lesquels le [trapèze 
Q est divisé. Le centre de gravité 
final devant être sur la ligne <7</' 
est nécessairement au point G, intersection de gg' avec F, F. 

II est facile d’avoir le rapport des deux longueni'S EG, 
F G. En effet, les deux triangles ayant nièinc hauteur sont 
proportionnels à leui-s bases A B, G I) ; cl le trapèze, qui en 
est la soinine, sera proportionnel à la somme de ces bases. 
Exprimons que, d’après les propriétés connues du centre de 
gravité, le moment du trapèze est égal à la somme des mo- 
ments des deux triangles par rapport au plan mené suivant 
A B, perpendiculairement à la figure ; et de même par rapport 
au plan mené suivant CD perpendiculairement à la figure. 
Soit h 1 a hauteur du trapèze et x et x' les distancées du 
point G aux deux bases. Les distances de g et de g' à la base 

1 2 

AB seront respeclivcmcnl égales à - A cl -x h ; de même les 

3 3 

distances de <7 et de à CD seront respectivement égales à 
3 1 

- h et J h. Par conséquent, les relations des moments dont 


il s’agit pourront s’écrire : 

(.\B + CD) X = i 


AB -f- y CD , 

(AB -F CD) X = y . AB -F- J CD; 

d'où, en divisant membre à membre : 

AB + 2CD 


X 

X 


2AB -F CD' 
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Or lp rupport de x à x' est le im'me (jiie relui de EG 
à KG. 

Secteur de cercle . — Il est visible, d’une part, que le 
centre de gravité sera sur le rayon qui divise le secteur par 
moitiés. D’autre part, on peut décomposer ce secteur en une 
infinité de petits triangles, ayant pour sommet commun le 
centre dti cercle et pour bases les éléments consécutifs de 
l’arc du secteur. Chacun de ces triangles ayant son centre 
de gi'avitéaux deux tiers du rayon, le centre général s'obtien- 
dra en composant tous ces centres partiels, ce qui revient à 
cherclier le centre de gravité de l’arc de cercle décrit avec 
un rayon égal aux deux liera de celui du secteur. En sorte 
que, si e, r et L sont la corde, U; rayon et la longnenr de 
l’arc qui sert de base au secteur, la distance du centre de 
gravité au centre du cercle sera égale à 


2 




ou 


2 rc 
3’ L’ 


Segment de cercle. — Le S(îgnient est la différence entre 
le secteur et le triangle qui a pour base la corde. Les aires 
de ces trois surfaces sont respectivement égales à : 

;(rL — uc), irL, ; oc. 

D'ailleurs, leura centres de gravité étant tous sur le rayon 
médian, on peut appliquer la relation des moments, pris par 
rapport au centre du cercle, pour déterminer la distance du 
centre de gravité du segment. Celte relation donne : 

X X ; (rL — «c) = -— X^rL — - aXïOC. 

On en déduit ; 

^ 2 (r> — g») c _ _ c*_ 

3 rL — ac 6(rL — ac)’ 
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188. — Ceatrei 4e gravité de quelques velumes spé> 

elaux. — Parallé/ipipède . — Il est évident que tous les 
plsDs diugonaux sont des plans moyens. Par conséquent, le 
centre de gravité se trouve à leur intersection, ou, ce qui re- 
vient au même, au point de rencontre de toutes les diago- 
nales. 

Prittme. — il est aussi évident que le centre de gravité sc 
trouvera sur la ligne qui joint les centres de gratité des 
deux bases, et au milieu de cette ligne. Cela résulte de ce 
qu’on peut décomposer le solide en une infinité de prismes 
infiniment petits par une série de plans parallèles aux bases. 

Pyramide. — Le plan mené par le sommet et la ligne 
médiane de la base est évidemment un plan moyen : car on 
peut décomposer la pyramide en une série de prismes infi- 
niment petits par des plans infiniment rapprochés parallèles 
à la base. Le même raisonnement pouvant se répéter pour 
un sommet quelconque et la base oppostie, il s’ensuit que le 
centre de gravité de la pyramide est au point d’intersection 
de tous ces plans moyens. Il est d'ailleurs facile de conclure, 
de la similitude des triangles ainsi formés, (juc ce centre se 
trouve situé, au-dessous de la base, à une distance égaie au 
quart de la hauteur de la pyramide. 

On peut dire aussi que le centre de gravité est au milieu 
de la ligne qui joint deux arêtes opposées. 

Nous avons tacitement admis que la pyramide était trian- 
gulaire. 

Si elle était polygonale, on verrait aisément que le centre 
est situé sur la ligne qui joint le sommet au centre de gra- 
vité du polygone de la base, et à une distance, au-dessus 
de cette base, égale au quart de la hauteur. 

Cylindre, cône. — Leurs centres de gravité se concluent 
aisément de ceux du prisme et de la pyramide, en con- 
sidérant ces solides comme des prismes ou des pyramides 
d’une infinité de cétés. 


D^itized by Google 



SYSTÈMES A POINTS mÈS-HAPPKOCBÈS. 


Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce genre de 
recherches. Les figures que nous venons d’examiner, et pour 
lesquelles on peut la plupart du temps déterminer la posi- 
tion du centre par des procédés géométriques fort simples 
qui dispensent des procédés plus compliqués de l’analyse, 
snflisent piesquc entièrement aux besoins pratiques. Quuut 
aux autres corps, qui no sont pas compris dans la précé- 
dente énumération, on pourra, lorsque les considérations 
géométriques n’y pourvoiront pas, employer les méthodes 
géné-rales que nous avons exposées. Non.s admettrons donc 
dès maintenant que le problème des centres de gi-avité est 
contplétement résolu pour tous les corps réels que le rappro- 
chement de leurs molécules permet d'assimiler à des corps 
pleins, cl qui sont d’ailleurs susceptibles par lu nature de 
leurs formes d’étre exprimés par des formules analytiques. 

Avant de quilli'r ce sujet, nous démon Ireroiis un théo- 
rème important, dit théorème de Guldin, du nom de son in- 
venteur, et qui fournit un moyen précieux pour mesurer les 
surfaces ou les volumes de révolution par la connaissance 
des centres de gravité des lignes ou des aires planes qui les 
engendrent. 


TIIÈORÈME DE GCLDIN. 

189. — L’aire de la surface engendrée par une courbe 
plane tournant autour d'iiiie droite quelconque située dans 
son plan est égale à la longueur de la courbe génératrice 
multipliée par la circonférence que décrit son centre degra- 
vite. 

Le volume engendré par une surface plane tournant au- 
tonr d’une droite quelconque située dans son plan est égal à 
l’aire de la surface génératrice multipliée par la circonfé- 
rence que décrit son centre de gravité. 

Rapportons la courbe génératrice à deux axes de cuor- 
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doniM^ l’ecluiiguluires, doiil rnii, ircliii des j-, par exemple, 
coïiicitde avec la druilc aulour de laquelle la révolution s'ef- 
feclue. 

Un peut concevoir que la surface eiigeiidi'ée soit décom- 
posée en une infinité de zones infiniment petites, au moyeu 
de pians perpendiculaires à l’axe des x. La surface élémen- 
taire d'une quelconque de ces zones aura pour mesure la 
cii'confércnce qui lui sert de base multipliée par l'élément 
de la coui’be, c’est-ù-dire STry.rf*. La siiiface totale s’ob- 
tiendra donc en prenant l’intégrale 

1 » 

J 2T:y.(U ou 2r|y(L, 

étendue aux limites de la courbe génératrice. 

Mais, en vertu du théoriimc des moments, si l’on repré- 
sente par L la longueur de la courbe, et pur y^ la distance 
de son centre de gravité à l’axe des x, on aura : 

/ *'.Vi 

Donc la surface en question sera égale à 37ry,.L, ce qui est 
précisément la formule annoncée. 

Quant an volume engendré par une aire plane, on peut 
lui appliquer un raisonnement analogue. En effet, supposons 
d’abord que l’aire génératrice soit comprise entre une 
courbe et la droite autour de laquelle la rotation s’effectue. 
Le volume peut être décomposé en une infinité de petits cy- 
lindres, au moyen de plans perpendiculaires à l’axe des x. 
Chacun de ces cylindres élémentaires aura pour mesure le 
cercle qui lui sert de base multiplié par la hauteur, c’est-à- 
dire T.y*.dx. Le volume total s’obtiendra donc en prenant 
l’intégrale 

j'ny-.dx. 
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étendue aux liioites de l'aire, que nous supposerons terminée 
par deu\ coordonnées. 

Mais, en vertu du théorème des moments, si A désijtne 
l’aire génératrice et y, l’ordonnée de son centre de gravité, ' 
on a : 


Jydxx îy = Ay, . 

Donc le volume eu question peut être mis sous la Torme an- 
noncée 2Try,.A. 

Si l’aire géiiénitrice est absolument quelconque, c’est-à- 
dira comprise, par exemple, entre deux parties de courbe 
et deux ordonnées, une démonstration semblable s’appli- 
quera encore. Car décomposons-Ia en une inCnité de rectan- 
gles élémentaires par deux systèmes de lignes parallèles aux 
X et anx y. Chacun de ces rectangles aura pour expression 
dxdij, et en tournant il décrit un anneau infiniment petit, 
dont le rayon est y, qui est, par conséquent, égal ù 
Sryi/xc/y. Le volume total scnulonué par l’intégrale double 

f j‘l-y.dxdy, 

étendue aux limites, dans les deux sens, de l'aire génératrice. 
Mais, d'après les moments, on a : 

Ç J ydxdy = Ay, . 

donc le volume considéré est représenté par 2iry,.A. 

Si la révolution de la courbe ou de l’aire n'est pas com- 
plète, on pourra toujours avoir la surface ou le volume cor- 
respondant à la fraction de tour effectuée, en multipliant la 
courbe ou l’aire génératrice par la fraction de circonférence 
dé«Tite par le centre de gravité. 

1" Cotitéquenee. — Dans la rotation infiniment petite, 
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d’ane ligne ou d’une surface autour de son axe instantané, 
l’aire ou le volume infiniment petit engendré se mesure par 
la ligne ou la surface en mouvement multipliée par l’arc 
infiniment petit décrit par le centre de gravité. 

2* Come'que/tce. — Lorsque, réciproquement, on connaît 
à priori lu surface ou le volume de révolution engendré par 
la ligue ou par l’aire, ainsi que la longueur de cette ligne ou 
de cette aire, ou eu peut conclure la distance du cciilre de 
gravité à la droite autour de laquelle la rotation s’effectue. 


Heeherchc des moments d’inertie et des axes 
principaux. 

190. — Les considérations développées aux n°* 184 et 
suivants, pour la recherche générale des centres de gravité, 
doivent trouver ici leur application. Seulement les for- 
mules qu'on en déduira seront moins simples, puisque, au 
lien d’avoir à opérer sur le produit de la masse de chaque 
point par sa distance à un plan, il s'agira du produit de la 
masse par le carré de la distance à une droite, de telle sorte 
que les intégrales porteront sur r^dm. 

Uccupons-nous donc des formules relatives aux moments 
d’inertie. 

t'orps solides. — Proposons-nous de trouver les mo- 
ments d’inertie par rapport ü trois axes rectangulaires. Cette 
recherche suffira évidemment pour chaque corps donné, 
puisque la connaissance de ces trois moments permet de 
déduire celle d'un moment quelconque pour une droite pas- 
sant par le même point, et de là pour toute droite parallèle 
située comme on voudra dans l'espace. 

Prenons les trois axes d’inertie en question pour axes de 
coordonnées. Décomposons comme précédemment le volume 
du corps en une infinité de petits parallélipipèdes rectan- 
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gles, uu moyen de plans parallèles aux plans coordonnés. 
Soit P la densité variable, en un point quelconque. La masse 
d’un de ces parallélipipèdcs élémentaires ainsi formés sers 
égale à Le carré de sa distance à l'nn des trois 

axes, celui des x, par exemple, sera égal à y’+f’ : par 
suite, son moment d'inertie, pur rapport au même axe, sera 
p(y’+r’)</xrfyrfz. L’intégrale de cette quantité, étendue au 
coi ps tout enlier, c’est-à-dire dans les trois sens, représen- 
tera la somme, à la limite, des moments d’inertie de toutes 
les particules maiéiielles infiniment petites entre lesquelles 
on peut concevoir le corps décomposé. Si l’on appelle A le 
moment d’inertie du corps, par rapport à l’axe des x, on 
aura donc : 

{y^ + z^)dxdydz. 

On obtiendrait de même, pour les deux piitres moments 
B et C : 



C = / P (a:* -h y’) dx dy dz . 


Lorsque le corps est homogène, les formules précédentes 
peuvent se simpliüer. En effet, p sort de sous les signes d’in- 
tégration, et , si nous considérons , par exemple, la valeur 
de A, nous voyous que x n’y figure que par sa différentielle. 
Un peut commencer par intégrer par rapport à cette coor- 
donnée; car l’ordre des trois intégrations successives est 
tout à fait arbitraire. Mais si on intègre par rapport à x, en 
regardant y et z comme constantes, l’intégrale indéfinie 

I 'dx sera représentée par a-, — , quantité dans laquelle, 

Jx, 

bien entendu, x^ et x^ sont des fonctions de y et de z, four* 
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m 

uies par l’équatiuii de lu surface sous laquelle est compris 
le corps, et qui interviendront conséquemment pour les in- 
tégrations ultérieures prises par rapport à y et à r. La va- 
leur de A, et pareillement celles de B et de C peuvent ainsi 
se mettre sous la forme : 

A = P rf ’(*, — a:,) (y* + 2 ’) (iydz , 

B = P r — (*’ + 2’) dz , 

c = P — ^o) + y’) dz;dy . 

Il n’y a pas lieu, comme pour le centre de gi-avité, d’éten- 
dre aux surfaces et aux lignes la rccberche que nous venons 
d’exposer pour les solides ; car, les massses des surfaces et 

des lignes étant iiiflniment petites, l'intégrale J' r^dm est 

elle-même iiiGnimcnt petite, et, par suite, le moment d’iner- 
tie n’a plus aucun sens. .\ti contraire, pour les centres de 
gravité la position du point cherché ne dépend pas de l’inté- 
grale / xdm, mais du rapport d(‘ cette intégrale à la masse 

k' 

totale rappoil (|iii n’est pas inrininient petit, et (jtii, 

cons«‘quemmeut, assigne des coordonnées géométriques au 
centre de gravité 

Les moments d’inertie une fois trouvés pour trois axes 
rectangulaires menés par un point quelconque, on détermi- 
nera sans difficulté, d’après les théorèmes démontrés dans la 
première partie de cet appendice, la position des axes prin- 
cipaux relatifs à ce point, ainsi que la valeur des moments 
principaux. De là on passt'ia, au^ioycn des mêmes théo- 
rèmes, à la connaissance des moments et des axes princi- 
paux relatifs à tout autre point dii^lide, et spécialement à 
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la poiinaissaïu'c de ces quaiilitês prises pour l»‘ ceitii'e de gra- 
vile lui-ménie. 

Appliquons la méthode générale ei-dessiis à quelques so- 
lides particuliers. 

191. — Moments d’iaerlle d’un pnr«lléliplpèd« pnr 
rapport « scs trois ardtes contiguës. Soit ü ABC un 

parallélipipède rectangle > 
pour lequel nous nous pro- 
posons de trouver les trois 
moments d'inertie corres- 
pondant aux arêtes O A , 
ÜB, OC. Prenons ces arêtes 
pour axes rectangulaires de 
coordonnées, et divisons le 
_ parallélipipède en une infi- 
^ iiité d'éléments, au moyen 
de trois séries de plans res- 
pectivement parallèles aux 
faces OAB, OAC, OBC. 
Soit M un de ces éléments dont la masse sera exprimée par 
odxdydz. 

Si nous voulons avoir le moment d'inertie du solide par 
rapport à l'axe O. A, il faut former le moment du point ma- 
tériel M, et intégrer suivant les trois dimensions. Or le mo- 
ment de M est égal à f{y^-hz'’')drdydz. Cliei-chons donc 
l'iulégrale triple 

P + 2'}dxdydz , 

laquelle, comme on sait, se ramène immédiatement à l'inté- 
grale double 

on IJ z^)dydz, 

I. . ta 
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t^ii iiilégraiil d'ubui'fl par rappori à .r, depuis a' — <i jusqu'à 
jr — U.\=«. Mous iutégmoiis eiisuile succi'ssivcuieiit : l°par 
rapport à y, depuis y = o jusqu'à y‘=()B = A; 2“ par rap- 
port a 2 , depuis 2 = 0 jusqu'à 2 = üti = e. Ces opérations 
ii'oirrenl aucune dilliculté, et l'on obtient pour le inonieut 
clierdié : 


iibc . 

P -4- c*) . 


Kemurquons que paAc représente la masse totale AI du 
parallélipipède : désignons respeetiveinent par A, 15, C, les 
moments rclalil's à UA, ÜB, ÜC; les valeurs de ces trois 
moments seront les siiivaules : 




-H c«) . B = I (a^ -t- c’) . C = “ (a’- -H b^). 


ün vérifie aisément : 1° que , de ces ti'ois moments, le plus 
grand est celui qui est pris par rapport à la plus petite 
arête, et rice vertu ; 3” (pie le plus grand des trois est eu 
même temps le maximum de tous ceux qui pourraient être 
formé-s pour les diverses droites menées par le point O, et 
(jue le plus petit des trois est un minimum. D'où il suit ((ue 

ces trois moments A, B, 
C sont les trois moments 
piiiicipaux du point U; et 
les trois arêtes O.A, OB, 
OC, les trois axes princi- 
paux relatifs à ce point. 

Moynent d’inertie d’un 
cHipso’ide par rapport à 
»et axet géométrique» 
•■‘f* principaux. — Soit a, 

h, c, les longueurs des demi-axes de ligure de l'ellipsoïde. 
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En les prpiiiiiil pour axe» de eoordoiinées, l'équation de la 
surface sera celle-ci : 



Honc, dans l'intégrale triple générale, 

P J (y’ 4- z’) dx dy dz , 

il faudra intégrer d’abord par rapport à x, entre les valeurs 
extrêmes — o et a, et remplacer x, et x„ par leurs expres- 
sions, fonction de y et de z, fournies par l'équation de lu sur- 
face. On obtient pour le résultat de cette première intégration ; 

2ap J / 1 — — P dydz, 

ou bien, en séparant les deux parties correspondant au fac- 
teur : 

(2) 2«p j j zHz\J\ — ^—^dy + 

■2apj‘j y^dyyj 1 ^ dz. 

Pour elïeciuer l'intégration de lu première partie, on em- 
ploie un des artifices connus de l’analyse : on représente la 

quantité A’ par le cari'é d'une inconnue auxiliaire r, 

et alors l'intégrale de cette première partie peut être écrite : 



les quantités — r eH- r étant les limites extrêmes de la va 
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leur de y. Ces deux limites résulieni, en effet, de l’Inspection 

t/^ 

de 1 équation /2~ relative à la section de 

rcilipsoïde par le plan des yz. 

r+r 

Mais l’on sait que | y — y^dy, dans ia(|U(‘lle y est 

seule regardée comme variable, représente la moitié de l’aire 
d’un cercle d’un rayon égal à r, dont la valeur est 



L’inlt'grale précixiciitc se léduil à 


La valeur de la première partie de l’expression (2) est donc 

égale à La valeur de la seconde iiarlic s’en (b;- 

1 ô 

duil immédiatenièul, en remarquant que, pour passer de 
l’nne à l’autre, il sullit de remplacer z par y etc par A. t'ette 
liTioacP 


seconde valeur est 


15 


Kiiialemeiil, le moment d’inertie par rapport a l’axe O.V 

, , , h-Kpahc , 

est égal a — 77 — ( !r + ). 


15 


Désignons respectivement par A, K, C les trois mouiciits 
par rapport à OA, OB, OC , et remarquons que la masse to- 
tale M de l’ellipsoïde est exprimée par ■jroaAc. Les valeurs 
des moments seront les suivantes : 

A=^(/A + cV. B = C^=^(a»-|-An- 

5 . .1 .a 
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Comme conséquence, un vuii que le moment d'inertie 
il'iiiiP sphère homogène, par rapport à l'on quelconqtie de 
ses diamètres, est représenté par 

2 N 8 >■* 

'5~ ~ "15 ’ 

en appelant r le rayon de lu sphère. 

D'après cela, le moment d'une couche sphérique comprise 
entre les deux surfaces de rayons R et r, aura pour valeur : 

(R‘ — r*) , si lu couche est lioinogène ; 

-J- / pr‘tlr, si la couche est heierogéne dans le sens du 
* '■ rayon , tout en étant homogène sur une 

même surface. 

Remarque. — On aurait pu trouver directement le mo- 
ment d'inertie d'une sphère, sans passer par celui de l'ellip- 
soïde, en décomposant son volume eil une infinité de couches 
concentriques inliniinent minces. C'est la même méthode 
qui fournit le moment d'inertie d'iiiic couche Unie, dont nous 
venons piTcisément de donner la valeur quelques lignes plus 
haut. 

192. — Moment d’inertie de» $olide* de re'rolution par 
rapport à leur axe. On peut obtenir très-aisément et par 
une seule intégration le moment d'inertie d'uu solide de 
révolution par rapport à son axe, et conséquemment aussi 
par rapport à toute droite parallèle à cet axe. C'est un des 
cas qui se présentent le plus souvent dans la mécanique ap- 
pliquée. 

Commençons par chercher le moment d'inertie d'un cy- 
lindre à base circulaire O A R, et dont l'axe, perpendiculaire 
en O au pian de la flgnre, a une haoienr quelconque h. On 
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peiil divitiei' ce cylindre en nue intiiiilé de volumes annu- 
laires uumpris eiilre des suriaces euucenlriques inliniineni 
rapprochées. Soit ÜM = jr le rayon de la surface intérieure 
d’un de ces anncHiux, et l’épaisseur do cet anneau. Son vo- 
lume sera égal à ir^xdx.h, 
sa masse à in^h.xdx, et 
son moment d’inertie , par 
rapport à l’axe 0, à 

2~p/i. x'dx. 

Pour avoir le moment d’i- 
nertie total, il faudra pren- 
dre l’intégrale 

2~p/i I x'dx, 

entre les limites x — o et 
ar = -f-r, »• étant le rayon ÜA de la base. Ce moment sera 
donc égal à 

-;7rp/ir‘. 

Actuellement considérons un solide de révolution quel- 
conque, engendré par la courbe LF tournant autour d un 

certain axe OX. On peut 
diviser ce volume en une 
inlinité de petits cylindres, 
tels (pie celui qui a pour 
base le cercle de rayon 
AI P = et pour hauteur 
PI = </jr. Le moment d’i- 
nertie de ce petit cylindre 
est égal à i ■K^y'‘dx. Poui' 
avoir le moment d’inertie 
l'intégrale 


Yi 



^ 

0| H PI K X 


Kijf. ft". 

du solide total, il faut prendre 
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V TT P I l/dx , 

tlepiiis la valeur a- — 011 = , jusqu’à t = OK = j',. De 

telle sorte que le inoineni (rinertie chi;relit‘ est représenté 
par 



Il ne l'aut pas perdre de vue que y est une eerlaiiie loiie- 
liun de x, Iburnit! par ré<|uatiou , — , de la euiirlie 

“éiiératrice. 

Si la ligne EF se réduit à une droite, parallèle à l’axe, — 
ce qui est préeisénieut le cas du eylindre droit à base circu- 
laire que nous avons cxaniiin- plus haut, — y est une quan- 
tité constante, égale au rayon r de la base, et l’intégrale de- 
vient simplement 

; rp r* J* ‘ (Lt —'-T.ùr‘‘{x, — x„)= j 7:p r ‘/i. 

h étant la hauteur II K du cylindre. Un retrouve ainsi la va- 
leur déjà connue. 

Si la ligue EF est une droite inclinée à la base, ce qui 
fournit un cône circulaire ou un tronc de cône , selon que 
cette droite est prolongée jusqu’à la rencontre de l'axe ou 
arrêtée à une certaine distance, l’équation de la ligne géné- 
ratrice se n’‘duit à y — ox, et la valeur du moment d’inertie 
devient : 

. -p. TTpur’ , pour le cône entier de rayon r; 

,-vrpa(R* — r ^) , pour le tronc du cône de rayons R cl r. 

Si EF est un demi-cercle, son équation, dans la position 
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UM 


iM-uieile des axes, est y' = 2rx — r^. En portant cette valeur 
dans l'intégrale, qui doit être prise depuis je = o jiisqirù 
r= 2r, on retombe sur la valeur connue du moment d’iner- 
tie de la sphère. 

.Nous ne multiplierons pas davantage ces exemples, qui 
montrent surabondamment avec quelle facilité s'obtienneiii 
les moments d’inertie des solides les plus usuels. 


FIX DE LA MÉCANIQUE GÉNÉRALE. 
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